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Ovoj tekst nastaje od reSenja zadataka koji su bili na ispitima, kolokvijumima ili testovima iz Elektrotehnike.
Tekst stalno dopunjem, medutim izbor zadatka je, ako se izuzme aktuelnost, bez posebnog pravila. Ukoliko
smatrate da reSenje nekog zadatka treba $to pre da se nade u ovoj zbirci, molim Vas posaljite postavku problema
na mailto:dejan.petkovic@znrfak.ni.ac.ts, a ja ¢u se potruditi da u §to kracem roku uvrstim resenje u integralni
tekst. Ukoliko Vam neko od resenja nije dovoljno jasno (mozda sam negde pogresio), potrazite pojasnjenje na
mailto:dejan.petkovic@znrfak.ni.rs.

DMP
Datum prvog objavljivanja: ponedeljak, 18. april 2016.

Datum poslednje dopune: petak, 21. april 2017

Oznacavanje zadataka:

ABXX.YY.Z
‘ | Broj roka u mesecu, odnosno broj kolokvijuma
Mesec
Godina
Oblast
\
ES ——  Elektrostatika
DC —— — Jednosmerne struje
EM —  Elektromagnetizam
AC ——  Naizmenicne struje
Primer
ES.15.10.3 Elektrostatika, 2015, Oktobar 3.

Nemanja Bogdanovic¢ 11028 - 20.04.17. UocCene tri gresSke. Ispravljeno.
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ES.16.10.1

Pokazati da elektricno polje u tatkama na osi elektricnog dipola, Ciji je

Ny

moment p = q(? , na velikim rastojanjima od dipola z >>d opada sa tre¢im gt
stepenom rastojanja z .
Resenje
Potencijal — 0= g (1 1 i o= 9 R -R
naelektrisanja 4ne,\ R, R, 4ne, RR,
Za RR, ~r’ 4
R,R, >>d R, — R, ~dcosb
§ g dcosO
Potencijal — = e 2 1
dipol 0
z -5 1 pr 1 pr -
p=qd R 2 dcosO=dr7
e, r- 4mng, r
. . pr T
Elektri¢no polje na osnovu 2 E=—gradp=— e grad [’;—3) <] Opéti oblik
0
radﬁ =(pr) radiJri rad(pr) =
g PN g 3 rsg p P 1 (3(p")r P 3 Opéti oblik
e F)i+i[9 4re, r 3 na osnovu 2
7’5 7”3
. . = op . 100, .
Elektri¢no polje na osnovu 1 E=—grade = —a—(pr ——a—(g@ <] Sferne koordinate
ror
9. cos® _cos® O cos® _ sinb Fo_P [2c0s0 . sinbq 4 Opstioblik
. e dne, r na osnovu 1
Za tacke na osi dipola koja se poklapa sa 2
-~ = 2p 1,
sa z osom je: E= i) <] Naosnovu 3
r=zz, p=pz &y 2
Za tacke na osi dipola koja se poklapa sa 19 1
. o &P A
sa Z osom je: E= P <] Na osnovu 4
F=%,0=0 o 2
Za tacke na osi dipola koja se poklapa sa 1
. __bp
sa Z osom je: e 2 5 Naosnovu 1
r=z,0=0 T8 2
Elektri¢no polje na osnovu 5 2 1
- 0 . E=—2P __; <] Naosnovu 5
E= _EZ 4ng, 2°
Elektri¢no polje - Fo_ga |1 _ 1]}, 6 Najjednostavniji
dva raznoimena naelektrisanja dne,\ R R} od 4 data nacina
Za taCke na osi dipola koja se poklapa sa ! |
sa z osom je: E=_41 ( ~— 2}2
R =(z—d/2), R2=(z+d/2) dmeo\(z—d /2] (z+d/2)
Nakon izvr§rnog oduzimanja 5 5 s 5
u imeniocu se zanemaruje +d /2, E=-41 2 +zd +(d/2) 2_Z +Zd;(d/2) 5
(Z+d/2)2z22 4TCSO (Z—d/2) (Z+d/2)
. . = q 2zd . 1 2p.
& E = z= —_—7Z = d
Elektri¢no polje na osnovu 6 P dme, 2 < r=¢g



4(63) D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

ES.15.10.3

Dve kuglice jednakih veli¢ina i jednakih masa m obeSene su u vazduhu o niti
jednakih duzina L i zatim, dok su se dodirivale, naelektrisane su koli¢inom
nalektrisanja 2 q . Kuglice ¢e se medusobno odbiti i niti ¢e graditi ugao o .

a)  Odrediti koli¢inu naelektrisanja na osnovu izmerenog ugla.

©  Skicirati grafik funkcije g(a)

ResSenje (mz

Ravnotzeza sistema ZF =0 [> F.=F, I
Tangenc.ijalna. komponenta > F, =Gtan(o/2) = mgtan(ot/2) 7 fa
gravitacione sile £ c g
2 -
1
Elektrostaticka sila > L= 4q rg G
g,
Rastojanje izmedu naelektrisanja [> R =2Lsin(a/2) R/2
2
1
F.=F 9 =mgt /2 tan(a/2)=F,/G
. b 4oy 2Lsina/2)p "8 B2 (@/2)=F,
Kolicina naelektrisanja u . . R/2
> g =4Lyneymg sin(a/2),/tan(o/2) sin(a/2) = I

funkciji izmerenog ugla

© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.

Prikazan je deo grafika funkcije

(o) sin [tan
1 2\ 2 V2

za0O<Loa<m.

ACY)

Inace, funkcija je periodi¢na ali ostale periode nisu od interesa. /2
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ES.16.01.1

Dva jednaka tackasta naelektrisanja, ¢, =¢, =¢q nalaZze se na madusobnom

rastojanju 2a. Jacina elektri¢nog polja je jednaka nuli na sredini duzi koja
spaja naelektrisanja (=0, z=0) i u beskonacnosti). Prema Rolleovoj
teoremi izmedu takve dve tacke neprekidna funkcija ima ekstremna vrednost.
Odrediti polozaj tacaka u kojoj elektri¢no polje ima ekstremnu vrednost.

Resenje E

r E
Elektri¢no polje tackastog > E= g 1 ~
naelektrisanja- 4me, R E,
Problem je rotaciono simetri¢an oko E =Esino= EL __4 L} r R
z ose. U polarnom koordinatnom > R 4mg, R 9 /o a z
sistemu vektor polja ima radijalnu a g a i
E i aksijalnu komponentu E_ . E, =Ecoso= E} “ane. R° R=+a*+r?
0

E -0 .. r _E,
U simetralnoj ravni z=0 aksijalne 27 S =" ="
komponente se anuliraju. Radijalna >
komponenta ima dvostruku vrednost E =1 s a_£E,

p . r 2me, (a2+r2)3/2 cosoc—E— 7
Jalina elektri¢énog polja zavisi samo > d r _ U tacki ekstremuma prvi
od r koordinate. dr| (a*+r?)*"? izvod je nula.

3 2 2N1/2
@+ —r=(a® +rH)"*2r ) 2¢ 1 2
2 o D a*-272=0 D> r=i > B =

(a*+r?)’ 2 " dmey ot 343

Elektri¢no polje ima najvecu vrednost u tatkama koje leze u simetralnoj ravni z=0 i koje pripadaju
kruZznici poluprecnika r = av2/2.
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ES.16.10.1

Na osi obruca poluprecnika a, koji je naelektrisan koli¢inom naelektrisanja
+ ¢, nalazi se tacasto naelektrisanje — ¢ .

a) Odrediti silu kojom obru¢ deluje na naelektrisanje.

b) Odrediti rastojanje taCkastog naelektrusanja od centra obru¢a na kome
sila ima ekstremnu vrednost.

©  Skicirati grafik funkcije po kojoj se menja sila.

Resenje

Elektri¢no polje elementarnog > dE= dg 1

naelektrisanja 4ne, R*

Koli¢ina naelektrisanja > dg=g¢'dl=q'add, ¢ =q/(2an)
U tackama na osi polje ima samo z dE —dEZ - dg =z
komponentu. Komponente polja u TR 4re, R
radijalnom pravcu koje poti¢u od [> .

centralno simetri¢nih naelektrisanja de =1 az do

z 3/2

- dne, (a* +2°)

' 2n

_qa z

= ————— | do
4ne, (a2 +22)3/2 -g

se anuliraju.

z

Ukupno elektri¢no polje koje potice >
od celog obruca
' 2
> E=-4_ 9 5 . p__4 az s
* 7 e, (@ +22)"? ili z 4n80a2 (@ +22)"?
Sila izmedu naelektrisanja i obruca
srazmerna je jacini polja koje obru¢

2 2
> F= — 2 2a223/22

stvara F. =—qE.2 anega” (a”+27)

Izraz za silu moze da se napiSe u skracebnom obliku. F, je fiktivna sila

izmedu dva tackasta naelektrisanja na rastojanju koje je jednako poluprecniku

obruca.

Elektri¢no polje i sila su jednaki nuli u centru obruca, z=0 i u tackama u

beskonacnosti, z —> o
df(z) d z
—_— - — | = 0
> dz dz{(a2 +22)3/2}

Prema Rolleovoj teoremi izmedu
dve nule, neprekidna funkcija ima
ekstremnu vrednost.

(a2 +ZZ)3/2 _Z%(az_"_ZZ)l/ZzZ

(@ +2°) =0 D> 2-2:2-0 > =+ 5
© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.
2
) . . az z/la
Prikazan je deo grafik funkcije f(z)= =
J g je f(2) (az+zz)3/2 [1+(z/a)2]3/2

Funkcija ne neparna. Znak funkcije pokazuje smer sile u odnosu na z osu.,
ali pri tome treba voditi racuna da izraz za silu F; ukljucuje negativan znak.
Sila je, medutim, uvek privlacna.

Elektricno polje -
kruzni obru¢

Coulobova sila -

< naelektrisanje - obruc

>  F.=F f(2):

f(0)=0

> dim f2)=0

<] U tacki ekstremuma

prvi izvod je nula.

2
F =F,—F
D Zmax 0 3 l3
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ES.15.10.3

Iznad dalekovoda montiran je uzemljeni provodnik (gromobransko uze).
Provodnik poluprecnika a se nalazi na visini 42 >>a od savrSeno provodne
zemlje. Pod dejstvom homogenog atmosferskog elektricnog polja E;, u
provodniku se indukuju naelektrisanja koja smanjuju primarno polje.
Odrediti:

a) poduznu gustinu indukovanih naelektrisanja,

b) elektri¢no polje u tatkama na osi sistema,
c) slabljenje elektricnog polje u tacki na osi sistema na polovini visine.

T
h -x:r

ResSenje
Potencijal elektri¢nog polja nastaje delovanjem primarnog polja

1 indukovanih naelektrisanja u uzetu. Uricaj povrSine zemlje
zameljuje se likom.

Jacina atmosferskog polja > EO =-FE,z2
Potencijal
=FE

atmosferskog polja > o=y
Potencijal > ¢ = q In R, <
sistema original-lik *"2me, R )<

.. ' 2 2
Potencijal q y +(z+h)

: =F 1
celog sistema 1 Doe=Eze 4me, ! v +(z-h)’ <
Provodnik je uzemljen, B q , 2h—a
potencijal na povrsini je ¢=0 > Eh-a)+ g, In a 0 <
Iz usl =0 '

zusiova =1 > Eh~——1—In2h/a) <

mozZe da se odredi ¢’ 2me,
Indukovana naelektrisanja > ¢'=-2ne Eyh 4
poduzna gustina 0 In(2h/ a)
Potencijal sa odredenim ¢' - > ¢=E,z Eyh In v +(z+h)*

konacan izraz dobijen iz 1 e 2In(2h/a)  y*+(z-h)’

Elektri¢no polje -

=0 Tacka na povrsini

—h—q DProvodnika
h>>a Realni odnosi
2h>>a

uz gornje zanemarivanje

zameniti u 1

20 (v -2+ h?) .

v

ikalna k:
vertikalna komponenta, ] > E =—E,+ E, . —z _z
Ez:__(Pi In(2h/a) [y +(z+h) ][y +(z-h)"]
0z
Elektri¢no polje —
horizontalna komponenta, > P oo E, 4hyz
B :_8_<p/ﬁ Y InQRh/a) [y +(z+h)* ][y +(z—h)*]
y ay
Elekt.rlc.no polje - > E =0, E.=-E|1- 2 1
na osi sistema, y=0 r In(2h/a) 1-(z/h)*
Elektri¢no polje - > E |_,_ 8
u tacki y=0,z=h/2 E, 3In(2h/ a)
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ES.13.01.1

Mehur (od sapunice) polupre¢nika @ 1 debljine zida & nalazi se na
potencijalu ¢, . Odrediti potencijal ¢, na kome ¢e se nalaziti kapljica koja se
dobija kada se mehur rasprsne.

Numericki podaci: ¢, =1V, a=0.0lm, d =3.3um

9,9,
qp>Pp

8 &)

Resenje

Gaussov zakon — > i;[;dg -4 > Edwt=L, r>a

primenljen na sferu < €y € T

Elektrico polje — > P-_41 i

sferno naelektrisanje dmg, 1 4‘

Potencijal - [ 70 _q 1
=|Ed = —

sferno naelektrisanje > o ! g > o 4ne, r

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih formula.

Potencijal — _ 4.1 _ _

mehur > e 4me, a d a=d., r=a

Potencijal — __ 1 _ _

kapljica i 4ne, b < a=a,,r=b

Koli¢ina naelektrisanja — — 4. a

mehur qa 0 (pa

Koli¢ina naelektrisanja —

. =4 =

Potencijal — 0, = g, 1 _ 4neeap, 1

kapljica " 4me, b 4me, b

Potencijal — _a 1

kapljica Pp =7 Pa

Zapremina —

a

materijal mehura

Zapremina —

V2R YA VAR VAR R VAR BN VAN B VAR I VAR VAR IR VAR R V

materijal mehur Vo 4ma’s <
éﬁéiir;lailnlia;ljica Vs = %nb3

Zapremine su iste v,=V, > 4nas= %nlf <
i 2

Numericki primer Z : 11 &Em > i: :11 OV v

Isto kao 1 za tackasto
<] naelektrisanje smesteno
u centru sfere

Kolic¢ina naelektrisanja
se nije promenila

V zgn(a +9)° —gna3 =§ﬂ(3028+3082 +8%)

Zanemareno &° i 8% kao
male veliine viSeg reda

Koli¢ina materijala
se nije promenila

C,=1.11pF
C, =0.11pF
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ES.12.01.1

Svaka od N kapljica (na primer, od Zive) nalazi se na potencijalu ¢, .

Odrediti potencijal ¢, na kome ¢e se nalaziti kapljica koja se dobija kada se

sve kapljice sakupe u jednu. Pretpostaviti da su sve kapljice sfernog oblika.

Numericki podaci: ¢, =1V, N =8000

9,9, [« qp,Py
QO Q9 Q9 ﬁ
o G g D o K\LJ
Q "UWO" 9
@ 9 9

ReSenje

Gaussov zakon —
primenljen na sferu

Elektrico polje —
sferno naelektrisanje

Potencijal -
sferno naelektrisanje

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih formula.

Potencijal —
svake od N kaplica

Potencijal —
novonastale kaplice

Ukupna koli¢ina
naelektrisanja je ista

Zapremina —
svih N kaplica

Zapremina —
novonastale kaplice

Ukupna koli¢ina
materijala je ista

Potencijal
novonastale kaplice

Numericki primer

>

Vv VvV Vv V V V

€

[
4ne, r
(pzjlfdr

1
0, .
4rne, a
_ 4 1
e 4me, b
Qa =4
V,= Nina3
3
4
V, =—mnb’
3
Vo=V,
a
(pb = Nz(pa
¢, =400V

> E4Tcr2:i,r2a
€

__q 1 _‘
> e 4ne, r

>

AVARER VAR RN VAR R VAR VAR B V4

Koli¢ina naelektrisanja
na svakoj od N kapljica

Koli¢ina naelektrisanja >

na svim kapljicama

Koli¢ina naelektrisanja >
na novonastaloj kapljici

Odnos potencijala

Poluprecnik

svake od N kapljica

Poluprecnik
novonastale kaplice

Odnos polupre¢nika

¢, =N,

Isto kao 1 za tackasto
<] naelektrisanje smesteno
u centru sfere

qa :4n80a(Pa

0,=Ngyq,

q, =4me, b,
a

(U :Nz(pa
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ES.15.10.2

U prostoru izmedu elektroda koaksijalnog voda poluprecnika elektroda a i
b>a respektivno, nalazi se tackasto naelektrisanje ¢ . IzraCunati rastojanje

¢ za koje je rad sila elektricnog polja od a do ¢ istikaood ¢ do b.

©  Isti problem resiti u slu¢aju kocentri¢nih sfera.

’

q
b
C

Resenje

Gaussov zakon - g 1,

u integralnom obliku primeniti na §E dS=—-= —Iq d/
S 8 %o

koaksijalnu cilindri¢nu povrsinu

Fluks vektora elektri¢nog polja

. > E2rTcL=iL, as<r<b
postoji samo kroz omotac

U unutras$njosti unutraSnjeg
provodnika i van voda polje je
jednako nuli.

Potencijal ne zavisi od puta
integracije ve¢ samo od polozaja
taCke u polju i referentne tacke. 1

Uxy =0y —9x = — {mr_},_lnr_},}

Iy 5%

\Y4 v Vv Vv
!
Il
Q\
| —
\?)
Q
A
~
A
S

- qr p dl" q! rP
= | Edr = —=——In"*~
¢ I -!‘ ro 2mg, r

Razlika potencijala

Y4

Rad izmedu dve tacke srazmeran
je naponu izmedu tih tacaka

Napon (rad) U = ns

od r=a dor=c “ 2me, a

Napon (rad) U = n2
ch

odr=c dor=>b

1z jednakosti napona (radova)
sledi trazeno rastojanje.

AVARRR VAR VARER V4
Q\

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu.

U unutras$njosti unutraSnjeg _ g 1.
provodnika i van voda polje je > E= A 2 ¢ <rs<b
jednako nuli. T 7
Napon (rad) > __9q (1 1
odr=ador=c “ drgy\a ¢
Napon (rad) qg (1 1
U, = ———
od r=c dor=»>b > U dng,\c  a
1z jednakosti napona (radova) > c= a+b

sledi trazeno rastojanje. ¢ 2ab

Elektri¢no polje
u koaksijalnom vodu

7p je vektor polozaja
referentne tacke.

Ne zavisi od izbora
referentne tacke.
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ES.13.10.1

Otvoren dvozi¢ni vod ima provodnike jednakih polupre¢nika . Rastojanje
izmedu provodnika je d >>a . Vod je priklju¢en na napon U .

a)  Odrediti poduznu kapacitivnost voda.
b)  Odrediti najveé¢i napon na koji vod moze da se prikljuci, a da ne dode
do pojave tihog ili naglog praznjenja.

ReSenje

Gaussov zakon .- g ’
u integralnom obliku primeniti na  [> §E dS=—= . [q d/
s

koaksijalnu cilindri¢nu povr§inu o Fo7 7 A -
Fluks“ vektora elektriénvog polja > E2rnl = Q_’ < W/\ s’
postoji samo kroz omotac € gl
Elektri¢no polje > F= qg 1 7 1 L
linijskog naeleltrisanja 2me, ¥
Potencijal u tacki P Ry , R
od pozitivnog naelektrisanja > o, =|EdF > o,= 4 _po
Referentna tacka R, R, ngy R,
Potencijal u tacki P Ry 'R
od negativnog naelektrisanja > o =|EdF > o= 4 jp=o
Referentna tacka R, R ngy R
Ukupni potencijal u tacki P q’ _

- = In—
ne zavisi od izbora R, > e=0.to > e 2me, ! R,
Kad.a. je tacka na poyr§ini > gu= q In d 4 R =a
pozitivnog provodnika 2ne, a R =
Kada _je tacka na poytéini > o= q' e 4 R, =d
negativnog provodnika 2ng, d R =a

tod
Napon na dvozi¢nom vodu > U=¢,—0p > U= %ln; 2
0
Poduzna kapacitivnost > (= g > C'= )
U In(d / a)
Posto je d >>a moze da se smatra da je u neposrednoj blizini provodnika polje isto kao i da je usamljen.
U U
.y . .. . — : E — — < F

Elektri¢no polje slediiz 112 [> —Zrln(d/a) i max 2ain(d/a) .
Najveca jacina polja je za » =a i manja je od kriti¢ne jaCine, pa se odatle > U, =2aln(d/a)E,

dobija najveci dozvoljeni napon

© Numericki primer: ¢ =2.5mm, d =1m, E, =30kV/ecm, U, ~89.87kV .

© © Inverzni problem: Za zadat maksimalni napon treba odrediti U, 11,100
polupre¢nik voda. 2E, [cm] aln=g"
U ovom slucaju treba reSiti transcedentnu aln(d/a) = Unax ) /

jednacinu koja nema analiticko reSenje. o

Moze su primeniti bilo koji numeri¢ki metod, ali se do pribliznog 1
reSenja jednostavno dolazi i graficki. Neka je
U, =120kV, E, =30kV/cm 1 d =100cm

max

tada se sa grafika o¢itava @ ~3.6mm . 01 02 03 af[cm]
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ES.16.10.2

Ravan kruzni prsten polupreénika a i b>a homogeno je naelektrisan
povrsinskom gustinom naelektrisanja 1. Odrediti jacinu elektricnog polja u

taCkama na osi prstena u slede¢im slucajevima:

a) a>0,b>a, kruzni prsten,
b) a=0,b5>0, kruzna ploca, o
c) a>0,b—>wo, ravan sa kruznom rupom, R
d) a=0, b—>wx, neograni¢ena ravan,
© b=a+06,86—0, zanemarljivno tanak kruzni obruc.
Resenje
g
Elektri¢no polje > _d¢g T =
elementarnog naelektrisanja 4me, R’ g
A
[}
Koliéina naelektrisanja > dg=ndS=nrdrdd 8
&
U tackama na osi polje ima samo z z dg =z
k . dE = dE_ . —
omponentu. Komponente polja u z R 4 R? > 2
. . o Ty R=~r‘+z
radijalnom pravcu koje poticu od [>
centralno simetri¢nih naelektrisanja dg =" _ 2" drdé _d l

z 3/2

se anuliraju. dne, (r* +z%)

2n

A A A
=
I
o
IIN
|

b
Ukupno elektricno polje koje potice > E. = nz J‘ do J‘ rdr asr<bh
od povrSine prstena * dng, .Y (r* +z%)*"? 0<0<2n
Prvi integral je tablicni i ima [, Z Elektri¢no polje —
vrednost 2m. Drugi integral se [> E = A — - — <] kruzni prsten
reSava smenom ¢° =r* +z° 28, _\/a tz \/b +z opsti izraz
Kad je a =0 prvi sabirak u opStem > E. = U z 4 Elektri¢no polje —
izrazu je jednak jedinici. © 2, b2+ 72 kruzna plo¢a
Kad b — oo drugi sabirak u opstem > E n z 4 Elektri¢no polje —

z T
2ey A ag? + 22 ravan sa rupom

izrazu tezi nuli.

Kad a=0 1 b— oo prvi sabirak u
opstem izrazu je jednak jedinici, a [> E.
drugi sabirak tezi nuli.

" < Elektri¢no polje —
2¢g, neogranicena ravan

© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.

U opsti izraz treba zamenti 2, 2 2, 2
+08)" +z" — +
b=a+3§. Svesti na zajednicki [> E, = i z___ z _nz \/(a ) +z Val+z
imenilac. 2¢) | Ja? + 22 \/(a+8)2 22| 280 a4z \/(a+6)2 +2°
g .Mz \/(a+fi)2 +z? —\/a2 +z° \/(a+8)2 + 27 +\/a2 +z°
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Racionalzacija brojioca > 26 o’ +z \/(a +8)" +z \/(a +8)"+z7 + Va* +z

_nz 2a8+8° 1
260 Va2 + 22 \J(a+8)> + 2 \J(a+8) +2° +d’ +2

z

U brojiocu veli¢inu 8° zanemariti,
kao beskonacno malu velic¢inu > E. = g9 az 4 Elektri¢no polje —
drugog reda, i zameniti ¢'=nd. U o 2g, (@’ +27)? kruzni obru¢

imeniocu zameniti 8=0.
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ES.14.03.2

KruZzni koaksijalni obruci, razlic¢itih poluprecnika a;, naelektrisani su
jednakim po koli¢ini i znaku naelektrisanjima ¢ . Rastojanje koordinatnog

pocetka od prvog obruca je d i jednako je rastojanjima izmedu centara
obruca. Ao su data tri obruca (slika) odrediti elektri¢ni polje

a) u tackama na zajednickoj osi obruca
b) u koordinatnom pocetku, ako je a, =a, a, =2a 1 a, =3a
© Uopstiti prethodni rezultat za beskonacan broj obruca

ReSenje
Koli¢ina naelektrisanja > dg=q'dl=q'ado, [ q=q'2an ] \
elementarnog naelektrisanja 4me, R dE
’ ’ z }
U taékam.a.l na osi polje ima dE, = dEsino = dE z-z'_ dg z-z | |
samo aksijalnu komponentu. R 4ne, R’ R=+la*+(z-z2")?
U tackama na osi obruca, radijalne komponente polja koje poti¢u od > E =0
centralno simetricnih elementarnih naelektrisanja se anuliraju.
U tackama na osi obruca aksijalna komponenta je (Ucentru z=z" je E, =0)
dg z-72 1 z-Z -z
d_E = E B d E ’ !
°4ng, R > £ 4ng, R’ J. ¢ B> E 47rs0 R3 g -4 a(z-z")
ili > 28 [a® +(z-2)* "
~geBz2 ' ' g a(z-2) E =1 22
" 4ng, R E —=9%27% 49 g -4 4=272) 2T dme (a2 42— 22T
: e LU was o @ +(z=2)"]
U tackama na osi obruca, polje je zbir polja pojedinih obruca > E= (E,+E, +E,)z
q z—d . q z-2d _q z-3d
¥ dne [0 +(z-d)* T ¥ 4ne, [0l +(z-2d)* ] ¥ dneg [a? +(z-3d)’ T
Utatkinaosi z=0, za - q d 1 1). Rezultat poznat iz teorije
a=a,a,=2a1ia,=3a S dne, (a® +d*)*"? ( +Z+§jz Fourierovih redova
i = o N COS nx _ n WX
© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu. — 5t
~ 26 2 4
Utakinaosi z=0, za - q =1, 1w
a,=nain—ow > Ez:o__4nso (a* +d* )3/2;;1_22 < ;”2_ 6
Za a =0 obruc degeneriSe u tackasto naelektrisanje
Polje na osi . 1 &1 9 9 9 9 E,
beskonacanog niza > E_, = —22—22 <] /A B
v . . . 47[8 — z 0
taCkastih naelektrisanja od TN 3d 2d d
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ES.16.06.1

Dva kruzna koaksijalna obruca jednakih poluprecnika a se nalaze na
medusobnom rastojanju. d Obruéi su naelektrisani jednakim koli¢inama
naelektrisanja ¢ koja su suprotna po znaku.

a)  Odrediti ja¢inu elektri¢énog polja u centru sistema O .

b)  Odrediti jacinu elektricnog polja u centru sistem aako je.d = a6 .

©  Skicirati grafik funkcije po kojoj se menja elektri¢no polje.

ReSenje
Elektri¢no polje elementarnog > dE= dg 1
naelektrisanja 4, R?

Koli¢ina naelektrisanja > dg=q'dl=q'add, ¢ =q/(2an)

U tackama na osi polje ima

samo z komponentu.

Komponente polja u radijalnom
pravcu se anuliraju.

Elektricno polje koje potice od
pozitivno naelektrisanog obruca

Elektricno polje koje potice od
negativno naelektrisanog obruca

Ukupno elektricno polje koje
stvara par obruca

U centru sistema, z=0

Za dzax/g

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu.

Jedino za rastojanje

dzax/g

elektricno polje izmedu
obru¢a je u najveéem
delu homogeno.

Znak funkcije pokazuje
orijentaciji  polja u
odnosu na z osu.

>

(VAR VAR B VAR VAR V4

JdE szz+d/2_ dg z+d/2

z - 3
R dme, R R=yJa? +(z+d/2)?

E =+q’ a(Z+d/2) +?\T—§97
© o 2g [af +(z+d/2) ] O >
g .4 _a(z-d/2) P

= Z

z 280 [a2+(z_d/2)2]3/2 d/2 d/2

_ﬂ z+d/2 B z—d/2

2| [a* +(z+d /2T [a® +(z-d12)*]?

'a d ! a’d !
Z:q_ 2 2372 g 2 2372 1 f(d)
2¢, [a® +(d/2)*] 2e4a [a* +(d/2)] 2¢,a

' " 443 443

E =1 ra6)=-1 [=Eo ¥3

2¢g4a 2¢g4a 35 345
E./E, E./E, E_/E,

N\
~_
z z z
\/ d:a\/g \/
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ES.14.01.1
Nit duzine 2L ravnomerno je naelektrisana koli¢inom naelektrisanja ¢ . U
taCkama na osi simetrije niti na rastojanju

a)  odrediti elektricno polje,

b) pokazati da se za L >>r isti rezultat dobija iz Gaussovog zakona,
c) pokazati da se iz zaCaka r >> L Stap vidi kao tackasto naelektrisanje.

Resenje
Elektri¢no polje > dE = q'dz i
elementarnog naelektrisanja 4mg, R2 <]
dE = q'dz cos®
Komponenta elektri¢nog polja > © 4, R
u aksijalnom pravcu q 1
=2 —cos0do
ne, I
¢'dz sin6 <] cosb=—=, sinf=—=~
Komponenta elektricnog polja > " d4ng, R’
u radijalnom pravcu qg 1. < ing=_" 0— ds _ Rd6
= —sin0d0 Smy=-27, smy=-~=—r-
4ne, r R dz  dz
Kompogente el'ektriénog polja > E.- q l(sin 0,-sin®) | E, = q l(cos 0, — cos 62)
naelektrisane niti dme, r dme, r
© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih formula.
Kada je tacka polja na simetrali, sin@ = — r
. 1= =
tada je 6, =n—9,. R \I*+,? > E.=0

L L
0 0 c0sH, =—=——= '
et dne, 12 412
<L L~ cosB, =—cos6,
Akoje L>>r . .
g 1 Elektri¢no polje -
2L 2 ) > E. = Fy— <] rezultat primene
NI - \/1+(r/L)2 - o T Gaussovog zakona
Akoje r>>1L ¢2L 1 Elektri¢no polje -
2L 2L 2L > E. = p— <] tackasto naelektrisanje,
NI _7’\/1+(L/r)2 T ot q=9'2L

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu.

Ako je B centralni ugao, tada je

0,=(n—-P)/210,=(n+p)/2. > E:#;O%tan% <

b je polupreénik opisane kruznice.
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ES.13.03.2

Nit duzine L ravnomerno je naelektrisana koli¢inom naelektrisanja ¢ . U

tacki na rastojanju » od pocetka niti

a) odrediti elektricno polje,
b) odrediti elektricno polje poluprave, L — o,
c) pokazati da se iz tacaka » >> L nit vidi kao tackasto naelektrisanje.

Resenje

Elektri¢no polje
elementarnog
naelektrisanja

Komponenta polja

u aksijalnom pravcu

Komponenta polja
u radijalnom pravcu

Komponente polja
naelektrisane niti

>

= g'dz R
dE = q —2
4ne, R
dE, = q'dz 00529
4ne, R
dE. =—4Leosodo
4dng, r
_q'dz sin®
" 4mg, R
dE, =—4 Linaao
4ne, r
E = 9 l(sinez—sinel)
4ne, r

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih formula.

Tacka je na pravoj z=0,
0,=m/2

r el‘\\\\x\ 92
N —
0 L z

Ako L — oo (poluprava)

Radijalna komponeta polja
poluprave duplo je manja
nego za pravu.

Akoje r>>1L

Iz udaljenih tacaka
duz se vidi kao
taCkasto naelektrisanje.

sinf, =1

sin(t—0,) = =sin0,
P+

cosH, =0

cos(rc—(%z)z#z—cose2
NP+ I

S S S

L - L 1
\/L2+r2 \/?

1 1 1 1
\/L2+r2 _;z r _;:0
L L
NI +r? o

Y%

v v VvV VvV

cosO=—=, sinfh=—-=

sinE):L, smG:Q:R—de
R dz dz
q 1

E = —(cos 0, —cos 62)
e, r

g=4 ] 1 1
ToAneg \JP 4t
g -2 1 L

47'580”\/L2+r2
p-—41

4neg, r
F 41

e, r
E.=0

'L 1
E=-d=_ 4¢=41
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ES.17.03.2

Polukruznica i dve poluprave koje je na krajevima tangiraju ¢ine konturu
koja je ravnomerno naelektrisana poduZznom gustinom naelektrisanja ¢’ .

Odrediti elektri¢no polje u centru polukruznice O .

Resenje
Elektri¢no polje L 4de R
elementarnog > dE= —
naelektrisanja ang, R <
dE, = q'dz cos2 0
Komponenta polja > 4ne, R
u aksijalnom pravcu B q 1 0do
= —cos
: 47'[80 r dE dE
, . <] cosb=—=, sinf=—~
P dz sin©
Komponenta polja > " d4ng, R’
u radijalnom pravcu ! . r : ds _ Rd6
J p g -1 LY 040 <] sin@=—, sinf=—=—"——
" d4mg, r R dz  d:
Komponente polja > E =1 l(sin 0, —sin,) i E=-1 l(cos 0, —cosh,)
naelektrisane niti 4ne, r 4ne, r

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih formula.

r z "l . "
% g:SEr 0,=n/2 > EZ=4:80 ;(smez—smel) > EZ:—4ZSO;
=
g Tz |
% ’ —‘_)61 <0 > 0,=mn > E. = ¢ l(cose —cos9,) > E = q 1
A~ z 2 " dmgyr ! ? " 4ne, r
#— 0 a
g rdo 1 . "1
% dg 1 =27 sin0 E, =4 [sinode E, =0
- o dE, z > b dme, > £ dng, r I > £,
b= ‘/ >~ -
5 & dE. dF q'rdo 1 g 1°F% q' .
Y dE, dE, = —cos® [> E = — IcosGdG > E. = —sina
Na,y 4re, 7 4mey r 2 2ng, r
a; q E.= 9 lsmﬁé —2-14 12 =4 ;
5 > 2ngy v 2 2ng, r 2ng,
=
§ ! \\\\\ ’ J |—
4 2 x poluprava

pola kruznice
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ES.15.09.1

Usamljena homogena zapremenska gustina naelektrisanja + p obuhvacena je

sa dve ekscentri¢ne sferne povrSine polupreénika a i b >a, Ciji se centri
nalaze na ne medusobnom rastojanju d . Odrediti elektri¢no polje i to:

a)  uunutrasnjosti manje sfere ako je d >0,
b)  uunutrasnjosti manje sfere ako je d =0,
¢)  uunutraSnjosti vece sfere ako je d =0,
d)  utackama van sfera.

Resenje +p

Pozitivno naelektrisana sfera sa ekscentricnom sfernom Supljinom (u kojoj
nema naelektrisanja) moze da se predstavi kao sfera puna sa pozitivnim
naelektrisanjima u koju je utisnuta sfera koja sadrzi negativna naelektrisanja.

U Supljini je tada algebarski zbir svih naelektrisanja jednak nuli. P
Gaussov zakon > it;[;dj _a_1 pdV
u integralnom obliku % € &3
Koli¢ina naelektrisanja 4 (3 r<c
obuhvatena zamisljenom sferom [> E4m’ = ﬁ—n{ 5 B
polupre¢nika » je g =pV . g3 (¢, rzc
Elektri¢no polje E = P, r, r<c
homogene zapreminske gustine > E= 3g,
naelektrisanja oblika sfere Ciji je - p .

. - E =——r, r2c
poluprecnik c . ¢ 3g, r?

U tacki koja pripada Supljini elektricno polje se dobija kao vektroski zbir polja od svake sfere pojedinicno,
§to je metod linearne superpozicije.

Unutras$nje elektri¢no polje > B = tpP P <bh
pozitivno nealektrisane sfere & 3g, by
Unutrasnje elektricno polje > E =Pz , <4
nagativno nealektrisane sfere 4 3g, T

Elektri¢no polje u Supljini
Ukupno: E= E"ib + Em

E=—(@"-r)=—d
D 380(b a) 380

U Supljini elektricno polje je homogeno i usmereno je u pravcu koji spaja centre sfera, 7, —7, =d

a

Ako je rastojanje centara jednako nuli, d =0, tj. ako su sfere koncentricne

zarsa E:Eib—‘rﬁia [> E=0
.. _ B3
za a<r<b E=E,+E, [ E-_P_ i
3, r
. — - . b3_ 3’\
zarzb E=E,+E, > E:L 2a r 7
3¢, r

U slucaju koncentri¢nih sfera do istih rezultata se dolazi i direktnom primenom Gaussovog zakona. Za tacke
van sfera, r > b, Gaussova povrsina obuhvata koli¢inu naelektrisanja koja je srazmerna razlici zapremina
sfera i nije od znacCaja da li je Supljina ekscentri¢na ili ne.
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ES.12.06.1

Usamljena homogena zapremenska gustina naelektrisanja +p obuhvacena je sfernom povrSinom
poluprecnika a .

Odrediti: /; 3
a)  elektri¢no polje u unutrasnjosti sfere, | \E
b)  elektri¢no polje van sfere, ‘ y 1
¢)  energiju sadrzanu u elektri¢cnom polju. \ 232 od
ResSenje
Gaussov zakon Edﬁzi:L dv ESzL Vv
integralni oblik > i; € £ Vp > € P tp
>
Gaussova > E4nr2:£inr3 > =P, r=a
povrsina r <a g 3 3¢, r=a
r<a
Gaussova > E 42 zﬂinas > E:Lai B
povrSina 7 > a € 3 3¢, 1’
Eiz%rr, r<a E=4q —7, r<a 4
Elektri¢no = €9 = ney a _ 3
olje > E=y a > By 1 < =Py
POt Ee—i—f, r>a -4 219, r>a
€ ¥ 4ne, r
. Elementarna sferna zapremina
.o [ — 2
Energija > W= 2%[5 dv < dV =rsin0drdods,
v
0<0<m, 0<6<2n
. . Elektri¢no polje zavisi samo od r, pa je
— 2 = 2 b 2n
> =78 IEdeJ’zSO IEedV < dV=r2drIsin6d6Id¢=4Tcr2dr
<a rza 0
> W= aney [IEZ 2dr+J.E2 zer
2
[> W=4n80 I—rzdr+j—r2dr -4 (L+1j
2 47:80 8ney\Sa  a
) 3 4
Energija =—
&l > 20 meya

© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.

Supla sfera (sfena ljuska) naelektrisana je koli¢iniom naelektrisanja ¢ .
U unutrasnjosti sfere elektricno polje je jednaka nuli, £=0 za r<a.

n,”” “\\
{ LE_EE Van sfere elektricno polje je isto kao i polje tackastog naelektrsanja u centru.

E=0
\x -~ i E= ! r>a T E = la— P>

s Polje > 4n80 7z r, ili - r,rza
2 .. 2 2 F dl" 1 qz
dV =4nrdr Energija [> W=—80'[E drv = —2 > wW=-
87[78 8 meya
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ES.12.09.1

U centru lopte, poluprec¢nika a, od linearnog i homogenog dielektrika, dielektricne konstante ¢,, nalazi se

taCkasto naelektrisanje ¢ . Okolni prostor je vazduh.
Odrediti:

a) elektri¢no polje u dielektriku,
b) elektri¢no polje u vazduhu,
¢) povrsinsku gustinu vezanih naelektrisanja,
©  zapreminsku gustinu vezanih naelektrisanja.
ReSenje
Generalisani Gaussov zakon DdS = q ~_q 14
primenjen na sferu » >0 > f > D_4n- rzr, O<r<e
Elektri¢mo polje - = =_ g 1.
. . E =D E = —7r, O<r<a
u dielektriku > E=Dls > & 4rg, r?
Elektri¢mo polje .- = g 1.
= E, = —7, a<r<o
u vazduhu > E,=Dls, > & 4mg, 1
o - - 5_81-8 9 1.
Vektor polarizacije > P=D-¢gE=(g-5)E D> P= a2 O<r<a
1
Povrsinska gustina S = & -8 g 1
= = v = — ., r=a
vezanih naelektrisanja >, =pi=Pi > g 4na’
Koli¢ina naelektrisanja ) €~ &
= =+
na povrsini dielektrika. > g5, =n,4na > s € 1
Zapreminska gustina = = P F
. . =—divP divP ~div— =div—
vezanih naelektrisanja > p, =—div > v v 7’ Vv =
© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.
CF 1L 1 L. 3. 3D model
dlez—dlvr+rgrad—3=dlvr—ri4r=0 o [> p,=0, O<r<ow
r3 r3 7 4 le r=3
Ukupna koli¢ina vezanih €~ &
. .. = + =0 » =g, =—
naelektrisanja je nula > a.=d5+an > dn=—s £, 1
Kolicina P?el?ktrisa?j a > 4= IPV dar Diracova delta funkcija
u zapremini dielektrika v
. . . 8(r)=0 zar=0
Sledi, zapreminska gustina e —g
naelektrisanja je zgusnuta ~ [> p,=———"-¢3(r) <
v . ja(r)dV ~1
u centru sfere » =0 ! )
A 0, r>0 _ _
U stvari, za bilo koje r > divs =4nd(r) = [10)80-a)dV = (@)
4, r=0 4
- - R - r)o(r)ydV = f(0
> p,=-divP = —Sl—oidlv—zr = —Mqéi(r) -[f( o) /O
g 4n r . d
Ukupna koli¢ina _ _ . _&78& & Uticaj dielektrika zameniti
=g+ =g——Tg=
naelektrisanja u centru sfere > de=a+an=4 € 1 € 1 vezanim baelektrisanjima
Gc.zusso.vzakon > §E1d§=q—CO<r£a > E1: q L};’
primenjen na sferu 0<r <a < €y dmg, r*
- ~ 0, r>0 _ 0, r>0
Gaussov zakon > divE =9 divL =1 > divE =
u diferencijalnom obliku 4rg, ” 4rg, 4n, r=0 qle, r=0
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ES.12.10.1

Matalna lopta, poluprecnika a , naelektrisana je koli¢inom naelektrisanja ¢ .
Lopta je izolovana sferinim slojem linearnog i homogenog dielektrika,
dielektri¢ne konstante €, 1 poluprecnika b . Okolni prostor je vazduh.
Odrediti:

a) elektri¢no polje u svim tackama prostora,

b) povrsinsku i zapreminsku gustinu vezanih naelektrisanja,
¢) potencijal u centru lopte.

Resenje

Generalisani Gaussov zakon
primenjen na sferu » >0
Elektri¢no polje

u metalnoj sferi

Elektriémo polje

u dielektriku

Elektri¢mo polje
u vazduhu

Vektor polarizacije

Povrsinska gustina
vezanih naelektrisanja
na povrsini r =a
PovrSinska gustina
vezanih naelektrisanja
na povrsini » =b

v o v VvV VvV VvV V¥V
N« TR oo 1!
Il
S

v v vV VvV VvV
i

_m
m

3

B
S5

Vv
2
|
v
3

Zapremmska gus'tma. > p, =—div po € -8 ¢ div Lz -0
vezanih naelektrisanja g 4n  r

© a b ©
- - . - 1 1 1
Potencijal u centru > (P=jEdl =j0dr+I ,dr +IE0dr =i[———+—j
0 0 / 3 dnlea b ¢gpb



22(63) D. M. Petkovié, Elektrotehnika

ES.12.12.1 s,
Tackasto naelektrisanje —¢g nalazi se u vazduhu, na visini /# od ravni koja ‘
ceo prostor deli na vazdu$ni deo ¢, z >0 i dielektri¢ni materijal €,, z<0. q T
. . . . — h
a)  Odrediti povrSinsku gistinu vezanih naelektrisanja. _n €o
v
€

b)  Odrediti privla¢nu silu izmedu naelektrisanja i ravni.
c)  Proveriti rezultat zamenjujuci dielektrik savrSenim provodnikom.

Resenje

Vektor polarizacije > D= SOE +P > P=D- SOE =(g — SO)E

Vezana naelektrisanja > n, =Pi > n, =(g, —g,)En = (g, —&,)E.

Elektri¢no polje potice od tackastog naelektrisanja 1 vezanih naelektrisanja

Poli - 1 - - h .
(31]6 od - Ey = 4 —R D E=- 4 3 7227

taCkastog naelektrisanja 4ney R dne, (r°+h°)

Polje od . E208="AS > B =-2tz

vezanih naelektrisanja € : 2¢g,

Normalna komponenta

polja u dielektriku > E =E.+E,
PovtSinska gustina — (e _ __4 h _ /
vezanih naelektrisanja > m, = 80)( dne, (r* +h*)*? 280J e
Kada se gornja jednacina &g ¢q h
resi po m D v__8 te 2_TE(2 21\3/2
v 1 0 r + h )
21 ©

Uk koli¢i = —€g, qh rdrdo g —¢€

B g L A
vezanih naelektrisanja S 31 +g) 2m ey o (r +h7) g +€
beskonacna ravan g g
0<r<w,0<0<2x > qv__81+80

d 1 2 _ 1 2
D :C] qv_2 [> dFZ:qnv%dS: q & 80_ 2h 23rdrd9
Elementarna 4ne, R 4me, R dney g +&, 2n (r°  +h°)
Coulombova sila s - ;
naelektrisanje - ravan > dF, = 49 & & J' J' rdr
© 4mg, 81+80 27 o (P +h*y
Ukupna Coulombova sila > Fo_ q> & —¢, 1
naelektrisanje - ravan 4re, g, +¢, 41>
Zamenjen izraz za q > F= &% > 4, =~ 1% g  Silaje privlacna
Y 4ne, (2h) g +¢g, ¥+

Uticaj dielektrika je moguce zameniti ekvivalentnim tackastim naelektrisanjem koje je ﬁ
postavljeno simetri¢no u odnosu na ravan razdvajanja - kao kod teoreme lika u ravnom h
provodnom ogledalu. Ovde ogledalo nije savrseno. a
Savrseno ogledalo > g, =—q lim € =8 _ _ q 4 Provodnik je moguce tretirati kao

€ —>© a0 g + g granicni slucaj linearnog dielektrika



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 23(63)
ES.15.10.2
Usamljena provodna lopta poluprecnika a naelektrisana je kolicinom RN
naclektrisanja ¢ i nalazi se u homogenom, linearnom i izotropnom m q,

’J L

dielektriku dielektri¢ne konstante € . Odrediti:

a) zapreminsku gustinu vezanih naelektrisanja p,,,

b)  povrSinsku gustinu vezanih naelektrisanja n,,

c) elektri¢no polje E u svim tackana prostora.

=%+ g 43
4 "QX: 4 :4’1
iissie

ReSenje
Maxwellov vektor
elektricnog pomeraja

o

Il
OC'O
4
+
=l

1l
Q
oo

U linearnim dielektricima

Konstitutivna veza

. _De,F
Vektor polarizacije - - ~
P=e¢E—-¢E=(c—¢y)E
Tre¢a Maxwellova jednadina § DAS =g
u integralnom obliku S

primenjena na sfernu povrsinu

vV VvV VvV VV V
TRl wilia ]!
Il
&

poluprecnika r>a. 4r r*’°
Elektri¢no polje metalne lopte ~ 0, r<a
- - E= A
E = ll) D LL’ 7 2 a
€ 4ng r?
Iz 1 se dobija > P=(c—g)) -1,
vektor polarizacije dielektrika 4ne
rza
Povrsinska gustina 1
vezanih naelektrisanja, » = a, > m,=(g - g)i_z
n,=Pi = m,=-P ane a
Zapreminska gustina
vezanih naelektrisanja, > p,=0

p, = —divP

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu

Dobijanje konstitutivne veze

5=SOE+aE=(80+a)E=
=(gq +EoX)E =€, (1+7,)E =

=g.6,E=¢E

Izvori vektora elektricnog
pomeraja su samo slobodna
naelektrisanja

Na metalnoj lopti naelektrisanja
su ravnomerno rasporedena po
povrsini. U unutrasnjosti polje je
jednako nuli.

Odredivanje divergencije, » >0

div[%j = div[%) =
r r

| R 3
=r—3dlvr+rgradr =

3 .. 3 3
=r—3— 31’ l’zr—s—r—3=0

Metalna lopta je ravnomerno naelektrisana po povrsini. U dielektriku se, uz povrsinu lopte, formira niz
elementarnih dipola ¢ije dejstvo je po zapremini dielektrika anulirano, i ostaje samo povrSinski sloj vezanih

naelektrisanja.

Ukupna koli¢ina naelektrisanja ¢q,, =g +q, .

Elektri¢no polje metalne lopte u vakuumu potice od
slobodnih naelektrisanja.

Elektri¢no polje metalne lopte u dielektriku potice od
svih naelektrisanja, slobodnih i vezanih.

Isti rezultat je ve¢ dobijen primenom tre¢e Maxwellove jednacine
tj. generalisanog Gaussovog zakona.

Izvori vektora elektricnog pomeraja su
samo slobodna naelektrisanja.

YRR VARER VARER VAR I V4

&
i =9 +M, 4na’ = ‘I?O

A

E, = —,r2a
‘ dng, r*
4ne, r? e 4ng, r’
=41



24(63) D. M. Petkovié, Elektrotehnika

ES.16.06.1

Tackasto naelektrisanje ¢ lezi na razdvojnoj povrSini dva linearna

dielektrika. U svima tackama okolnog prostora odrediti

a)  vektor elektricnog pomeraja,

b)  vektor elektricnog polja.

¢)  Proveriti taénost rezultata na primeru homogene sredine, ¢, =¢, =¢,

Resenje A
o - - —Ye
Konzervativni karakter > § dl =0 Ah !
elektrostatickog polja C
A —0, EIAZ + EZAZ =0 [> E, =E,, 1 [> €,D), =€,D,, 3
Generalisani Gaussov zakon > § dS=gq
s

g=0, Ah—>0

> D,=D, 2 D &E,=8E, 4

DAS+DAS = g

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih grani¢nih uslova.

%o ie polie radiialno i e
POStQVJC polje radijalno iz prvog > E-E, > D, =2p 1o~
grani¢nog uslova sledi € i
DdS = S S
Generalisani Gaussov zakon > DdS=q > D, By +D, 3 =q m
S
€ q

D, +D,)2mr? = Dy 1+=% =

( 1 2) wi=q [ 1[ e, 2
Vektor elektricnog pomeraja > b - € 4.,
u sredini g, L2n(e, +ey)
Vektor elektricnog pomeraja > 5o €, 4
u sredini ¢, 2 2n(e, +6,y) P
Vektor ele.ktrif‘:n(‘)g polja > E= D, _D, > F= 1 % ;
u obe sredine je 1st1 € & 2n(e, +&,) r
Ako je sredina homogena > E= 1 % 5 4 Rezultat koji se dobija i direktnom

81282:80

primenom Gaussovog zakona u vakuumu



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova

25(63)

ES.16.12.1

Usamljena provodna lopta poluprecnika a naelektrisana je koli¢inom naelektrisanja ¢ i uronjena je do

polovine u tecni, linearni i homogeni dielektrik, dielektricne konstante ¢,. Gas iznad povrSine razdvajanja je

takode homogen i linearan i ima dielektricnu konstanru ¢, . Odrediti:

a) elektri¢no polje E u svim tatkana prostora,

b)  raspodelu slobodnih naelektrisanja, fl_
c) povrsinsku gustinu vezanih naelektrisanja n,,, ; A
+ -
d)  zapreminsku gustinu vezanih naelektrisanja p, "
e) povrsinsku vezanih gustinu naelektrisanja ako je €, =¢,. Qﬁ i’;
f) Proveriti tanost rezultata smatraju¢i da je €, =¢, =¢,, .
ReSenje
o §Dd§ =q 2 _
Generalisani Gaussov zakon > (g,E +&,E, 2w’ =¢q 1
s
Graniéni uslov _ .. . o
na povrsini izmedu dielektrika > B =E, > Polje je radijalno, pa > E=E=E 2
Granic¢ni uslov U unutrasnjosti
. . E =n/ . . =
na povrsini provodnika > n=Nie 3 provodnika polje je nula E=0 4
© Na ispitu se priznaje upotreba vec izvedenih grani¢nih uslova.
Iz 112 sledi:
= 1 . D =¢F,
Vektor elektri¢nog polja > E= ﬁ%” rz > Dl B ! £
u obe sredine je isti. TE T e, 278
Slobodna naelektrisanja € q
.. A = E = E , = s =
na gornjoj polulopti (3) > Mo =gk =6k, (r=a) > M 2n(e, +¢,) a’
Slobodna naelektrisanja € q
.. . =gk, =¢kE, = e e
na donjoj polulopti (3) > ng=eky, =¢ (r=a) > M 2n(e, +¢,) a’
Vektor polarizacije dielektrika [> P=D- SOE > P=cE- SOE =(e—¢g, )E
o . . ~ _ Spoljasnja normala dielektrika
Jacina polarizacije na povrSini __&7% q v .
> P= -7 uz povrsinu lopte usmerena je
r=a 2n(g, +¢,) a
ka centru lopte
Vezana naelektrisanja AD __% "% 49
uz gornju poluloptnu >, =P =—(e; ~)E > M 2n(e, +¢,) a’
Vezana naelektrisanja D __% &% 9
uz donju poluloptnu > =iP=—(e,—e)E > 2n(g, +¢&,) a’
Vezana naelektrisanja - > — _divP ~ div i -0 © Na ispitu se priznaje ranije
zapreminska gusrtina 2 izveden rezultat
€, =€ _ € q SN Ni2
Na razdvojnoj povrSini nema M2 21 (g, +¢,) a? €, =g, Foo N1
vezanih naelektrisanja. Vektori o :++ + “in,
normale povrsine i polarizacije Ny = L SR+ j’: =0
su pod pravim uglom. > 21 (g +8)) @’ < '35‘ +/ P =
Naelektrisanja se vezuju uz p,=0,m,=0 e
povrsinu donje polulopte. e _¢ n
Vektor normale je usmeren ka Ny = #% AN
centru lopte. 2n(gg +&)) a
2
= M, a .
e =g =g [> P=0,p,=0, n,=n,=0, ny=n,=n,= 4; E=:—r—2r
0



26(63) D. M. Petkovic, Elektrotehnika

ES.14.04.1

Elektrode ravanog kondenzatora povrsina S nalaze se na medusobnom rasrojanju d. U elektrodni prostor se
do polovine unese tre¢a, neutralna, elektroda istih dimenzija i debljine d, <d .

Dielektrik u kondenzatoru je vazduh. Odrediti energiju kondenzatora pre i

posle unosenja trece elektrode, i to ako je @ fln
a) kondenzator stalno prikljucen na izvor napajanja U , E h
b)  kondenzator iskljuéen sa izvora napajanja U pre uno$enja elektrode, o
c) debljina neutralne elektrode zanemarljiva, tj. d, =0.
Resenje
@ N
Kapacitivnost kondenzatora - c =40 _. S
pre unosenja neutralne elektrode > 0 U, > G=s d a
©
. 2
Energija u kondenzatoru - 1 gy 1 .0 @ §/2,5/2
pre unoSenja neutralne elektrode > W= 2 90U = 2C, ) Colo d d,
Kapacitivnost novonastalih kondenzatora posle unosenja neutralne elektrode > ©
S$,=8/2 S 1 _
1 > C=g— > ¢=-¢ @ - L
d=d 2d 2 c —— I ?
1] —
S,=8/2 S d C
C,=¢ C,=C _ 2
dy=(d—d,)/2 > < Cd-d, > G “d—d ©
Ekvivalemtna kapacitivnost C =C + GG, _ 1 C =C 2d —d,
mesSovite veze kondenzatora > c=6 C,+C, > C=G+ 2 G D G=G 2(d-d,)
U opstm slucaju > d,>0 > C,>C,

Ako je kondenzator stalno priklju¢en na izvor napajanja naelektrisavanje |
neutralne elektrode izvrii¢e se na radun energije izvora. Napon ostaje iisti, a [> W, ==CU; >W,
ukupna energija se povecava. 2
Ako kondenzator nije prikljuen na izvor napajanja naelektrisavanje neutralne
elektrode izvrsiée se na radun energije u kondenzatoru. Koli¢ine naelektrisanja [> W, =—=><W,
ostaju iste (preraspodeljene), a ukupna energija se smanjuje. 2C,

U specijalnom slu¢aju > d,=0 > C =¢C, > W, =W,

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu

U opstem slucaju, predstavljanje kondenzatora pomocu meSovite veze nije moguce. To se pokazuje
ispitivanjem grani¢nih uslova na svim razdvojnim povr§inama.

Graniéni uslovi ®
€ i
Razdvojna povisina g,lg;, [> E,=E, o €
% E =E, 1
RazdvojnapovrsSina ¢, |€, > E,=E, v EA

? ®
Ic0 ICI
C

) €
Razdvojna povr§ina —L eE =¢,E, —— gE =¢,E, 2 -
Jjna p c [> 1£q 2L 1£ 2Ly o 2

2

Uslovi 112 su jednovremeno zadovoljeni samo ako je €, =¢,, tj. ako je u tom delu dielektrik homogen.



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova

27(63)

ES.17.02.1

Sferni kondenzator, polupre¢nika a i ¢ > a, prikljucen je na jednosmerni
napon U . Dielektrik u kondemzatoru je dvoslojan sa polupre¢nikom

razdvojne povrsi a < b <c i dielektricnim konstantama ¢, 1 €, .
Odrediti:

a) elektri¢no polje u oba dielektri¢na sloja,
b)  kapacitivnost kondenzatora,

c) poluprecnik razdvojne povrsine tako da maksimalna elektri¢na polja u oba sloja budu jednaka,
d)  povrsinsku gustinu vezanih naelektrisanja na razdvojnoj povr$ini dva dielektrika.

Resenje

Generalisani Gaussov zakon > §D ds =q > D= %% za a<r<c
s
Elektri¢ lje - O F
CXHICO POYE = > E=—D= 1T 4 a<r<b Elektri¢no polje
u dielektrinom sloju ¢, € 4me, r . .
L 1 je jednako nuli za
Elektri¢no polje - - 1 = qg 7 )
E,=—D= —
u dielektri¢nom sloju €, > 2 €, 4ne, r za b<re<c O<r<air>c.
c c b c
: U=|Edr U=|Edr=|Edr+|E,dF
Napon izmedu elektroda = > J. d > J. J ;':
. . b c
zbir napona po slojevima > y-_4 j ar g d_;’ > __ 9 b-a 4.4 ¢ -b
4me ° r° Ame, s 1 4ne, ba  4me, cb
KaPacitivnost - > 1 _ 1% > 1 _ 1 b-a + I ce-b
reciprocna vrednost C ¢ C 4ng, ba 4me, cb
Redna veza 11 1 U
dva sferna kondenzatora > —=—+— > . : |_¢
(g,a,b) 1 (g,,b,¢) c ¢ G 2| | i
Ako je dielektrik h 1 1 (b- -b
o je dielektrik homogen > 1 a. c > Codne ca
€ =8 =8 C A4ne\ ba ch c—a
Najvece vrednosti elektriénog g =4 1 . g 1
. .. D Lo 2 1 2 2
polja u slojevima ™ 4mg, a ™ 4me, b
Poluprecnik E =E N serse
razdvojne povrsine dielektrika > ma 2 > b=aye /e,
Vektor polarizacije - 5 A = = = q 7
B=D-¢g,E =¢E, - E E = —
u dielektrinom sloju &, > A Gt =6 TE (& —80)Ey = (8 =20) 4rg, 1’
Vektor polarizacije - = = = = r
P,=D E,=¢,E E E - —
u dielektrinom sloju ¢, > 2 8oFy =88, —80E, = (8, =80 E; = (8, ~ &) g, 72
Vezana naelektrisanja — £(g,—£,)
- . D ~ q
povrsinska gustina > n,=(A-P) . 0 8182 2 pE;

na razdvojnoj povrsini, r=»5b !



28(63) D. M. Petkovié, Elektrotehnika

ES.17.04.1

Koaksijalni kondenzator polupre¢nika a i b > a prikljucen je na stalni napon U .

. . . a
Dielektri¢na konstanta se menja po zakonu &(») =—¢.
r

a) Pokazati da je u kondenzatoru elektri¢no polje konstantno.

b)  Odrediti poduznu kapacitivnost kondenzatora.

c¢) Odrediti povrSinske gistine vezanih naelektrisanja.

©  Odrediti zapreminsku gistinu vezanih naelektrisanja.

©  Pokazati da je ukupna koli¢ina vezanih naelektrisanja jednaka nuli.

Resenje
Generalisani Gaussov zakon > ii; DdS=gq > b= q 7_4q'7 2 a<r<b
primenjen na cilindar S oL 2
Elektricno polje > ELB > E= a7 <] &)= e

g(r) 2ne(r) r r
© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedene formule.
Elektri¢no polje — > B qg r
kada se zameni &(r) Tonea

b . b ,

_[Bdr _ 9 (g7 q b-a

N U=|Edr U= rdr U=—21-
apon > ?‘!. > 2nea '!. > 2ne a
Gustina naelektrisanja >  ¢'=2neU a
—a
Poduzna kapacitivnost > C'= % > C'=2ne
-a
Elektri¢no polje — - U .
kada se zameni ¢’ > E- b—a < E=const.
- - . - . - a -
Vektor polarizacije > P=D-g,E > P= (S(r) —-g )E > P= (8— - SOJE
r
Gustina vezanih naelektrisanja
uz pozitivnu elektrodu > (r=a) > my,=—(e-2)
Gusti ih naelektrisanj a
ustina vezanih naclektrisanja. Ny =+P(r=b) [> m,= ’{SZ_ SojE

uz negativnu elektrodu

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu.

Zapreminska gustina > p =—divP > p,=- E( cadiv: — g, div ,:j

vezanih naelektrisanja r
divE =div" = L divi+7grad— = L divi -27 - = L (divi-2) divi=3 g F=xi+yp+zz
r r r r r r r q
divi=dive =Ldivi+7grad L =Laivi -7 L =L(divr-1) divi=2 < F=xi+yp
r r r r r r
Zapreminska gustina > _e El >0 D lind i1
vezanih naelektrisanja Pv =20 o criindar

g, =M,S, +1,,5, +jpvdV , S, =2nal, S, =2nbL, dV =2nLrdr
V

Ukupna koli¢ina >

ezanih naelektrisanja f
ver . qv=—(s—so)EznaL+(a%—aojEznbL+goEanjlrdr=0
r



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 29(63)

ES.17.04.1

Sferni kondenzator poluprecnika a i b>a prikljucen je na stalni napon U .
2
. . . a
Dielektri¢na konstanta se menja po zakonu &(r) =—¢.
r

a)  Pokazati da je u kondenzatoru elektri¢no polje konstantno.

b) Odrediti kapacitivnost kondenzatora.

c) Odrediti povrsinske gistine vezanih naelektrisanja.

© Odrediti zapreminsku gistinu vezanih naelektrisanja.

©  Pokazati da je ukupna koli¢ina vezanih naelektrisanja jednaka nuli.

Resenje
Generalisani Gaussov zakon DdS =gq ~_q I
primenjen na sferu > f > D= 4 72 za a<r<b
Elektri¢no polje > EL[) > E= 97 < &)= ig
POy &(r) Ame(r) 12 "=
© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedene formule.
Elektri¢no polje — > E- q 7
kada se zameni &(7) " 4ne a?
b
- = __ 4 A q b—a
N U=|Edr U= rdr U=—"-
apott > ! > 4nea® ~(|; > dne a’
2
Kolicina naelektrisanja > g=4neU
—a
2
Kapacitivnost > C= % > C=4ne a
—a
Elektri¢no polje — - U . B
kada se zameni ¢ > E- bh—a < E=const.
2
- . . . - a -
Vektor polarizacije > =D—-¢,F > P= (s(r) - )E > P= [8—2 - So]E
r
Gustina vezanih naelektrisanja
uz pozitivnu elektrodu > (r=a) D> ny=—(e-2)
Gustina vezanih naelektrisanja a’
. =+P(r=>b =+He——¢g, |E
uz negativnu elektrodu > (r=b) D> my (8 b> SOJ
© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.
Zapreminska gustina 3 _ TR
vezanih naelektrisanja > p,=-divP > e, = E(Sa div r? € div r)
div = divs = L divF + 7 grad— = — div 7 - 37— = (div7 - 3) divi=2  F=xk+yp
r ror ror rtoor 4
divi =div_ = LdivF + 7 grad S = Ldiv —F _Laivi-) divi=3 < F=xi+yp+zt
ror ror reor
Zapreminska gustina B 2
vezanih naelektrisanja > p=ek o r>0 3D sfera L1

4, =108, + NS, + [P,V S, =4ma®, S, = 4nb” , AV = dmr’dr
Vv

Ukupna koli¢ina >

vezanih naelektrisanja 2

b
q, =—(e~&,) E4na’ +(sZ—2—sOJE4nb2 - sOESnjer dr=0
r



30(63) D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

ES.14.01.1

U koaksijalnom vodu, polupre¢nika @ i b > a, unutrasnji vod je pricvrScéen za spoljasnji pomocu klinastog
oslonca dielektri¢ne konstante ¢,. Izvodnice klina grade ugao a . Ostatak prostora je vazduh.

Vod je priklju¢en na jednosmerni napon U . Odrediti:

a) elektri¢no polje u delu sa vazduhom i u delu sa dielektrikom,

b)  poduznu kapacitivnost voda. a
c) Proveriti ispravnost rezultata za slucajeve o =0 1 o =27. (
d)  Kojom ekvivalentnom vezom se moze predstviti kapacitivnost?

©  Koliki najve¢i napon na koji vod moze biti prikljuc¢en?

ReSenje
Generalisani Gaussov zakon — [> it;D dS=q > D,S,+DS, =¢
5
Granicni uslov > E,=E, > Polje je radijalno, pa [> E =E,=E

na povrsini izmedu dielektrika

Jagina elektriénog pomeraja > D,=¢,E i D =¢E
q e

i ES, +#¢ES, = E=—1
Iz Gaussovog zakona sledi > eES,+¢ES,=q [ S ’ s
Deo povrsine zamisljenog cilindra, centralni ugao o > S =arL 4
Deo povrsine zamisljenog cilindra, centralni ugao 27— o Sy =Cr—o)rL
Elektri¢no polje — > E= q F_ q r
isto u vazduhu 1 dielektriku L[sla +g,(2n— a)] roogo+eg(2n—a)r

b
. ' b

Napon U= J.Edr > U= q In—

ga+g,(2n—a) a

>
! , ga+eg,(2n—a

Poduzna kapacitivnost > C'= % > =1 n ((;)( Ia) )
Kapacitivnost - 2r—
paralelna veza > = 0 81;(; + 801( Z ; %) :
dva kondenzatora n(b/a) n(b/a) !
Specijalni slucaj, a =0, > C= 2me, >
u vodu je samo vazduh. In(b/a) €
Specijalni slucaj, o =2n, > ' 2mg, U
u vodu je samo dielektrik. In(b/a)

Pri kriti¢noj jaCini polja oko elektrode se formira jonizovani sloj i materija postaje provodna, pa
naelektrisanja pocinju da napustaju elektrodu. Taj proces (korona) traje sve dok polje, zbog sve manje
naelektrisanja, ne oslabi ispod kriticne vrednosti. Za jacine polja vece od kriticnog dolazi do skoka varanice.

. ;e e . ' 1
Najveca jacina polja > E q q E

= - <E

je na unutrasnjoj elektrodi. ™ ga+g,2n-a) a max = ke
Najveée poduzno naelektrisanje. [>  ¢p. = Epa [sla +e,(2m— a)]
Najveéi dozvoljeni napon > Uy = Trna In b _ £ aln b 4 Vazduh
zavisi od odnosa b/a. "X eat+e,2n—a) a " a E, =30kV/cm
Za pravilno odabran b b b
odnos polupre¢nika > d—(a In —j =0 [> —=e > U, =-E,

a a a max e

dobija se teorijski maksimum.



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 31(63)

ES.16.06.1

Za merenje visine tecnosti se koristi koaksijalni kondenzator koji je nacinjen
od koaksijalne cev€ice visine H i unutrasnjeg i spoljaSnjeg poluprec¢nika a i
b . Izracunati koliko se promeni kapacitivnost kada se kondenzator napuni do
visine /4 tecnoSc¢u dielektri¢ne konstante ¢, .

ReSenje
Generalisani Gaussov zakon ~— [> §D dS=q > DS, +DS =¢
s
Grani¢ni uslov =
na povriini izmedu dielektrika [> E,, = E,, > E,=E=E AN
Polje je radijalno ~ J{
Jagina elektriénog pomeraja > D,=¢,E i D =¢E &g E [*o
| p g s
1z Gaussovog zakona sledi > gES,+¢ES,=q [> = 1
€050 +€,.5 € E| N
Deo povrsine zamisljenog cilindra u vazduhu > S,=2wL J’
Deo povrsine zamisljenog cilindra u dielektriku > S =2l
Elektri¢no polje — > F= q r
isto u vazduhu i dielektriku 2nle,Ly +e,L,] r
b q b
Napon U = | EdF U=—F—"——In—
P :': > 215[80L0 +81Ll] a €
.. q _ 2n[80L0 + 81Ll]
K t t C=— C=—-———
apacitivnos U > (b o) -
Kapacitivnost - e L, 2me, L,
paralelna veza > = b/ n(b/ U
dva kondenzatora n(b/a) In(b/a)
Radi usaglaSavanja sa tekstom zadatka treba zameniti Ly=H —h i L, =h
Kapacitivnost — > - 2ne H
kada nema te¢nosti, =0 0 In(b/a)
Kapacitivnost — B n
kada kada ima te¢nosti, />0 > c=q (1 (& —D) [—]j
© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu
Prilikom uranjanja u te¢nost slobodna naelektrisanja se se prerasporede na slede¢i na¢in
:f E‘Od,§ _ % E —_% 1
S € 2ne,Ly v 4% _ 4
Bo=b — ely &L, | L
ﬁldg:ﬁ g -—4 1 oto  Eita g, =g—2oko
3 g 2me, L, r > gLy +&,L,
gL
Ukupna koli¢ina slobodnih naelektrisanja — qtq =4 4, =9 -



32(63)

D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

ES.16.10.2

Sferni kondenzator polupre¢nika elektroda a i b>a do polovine je ispunjen
dielektrikom dielektricne konstante ¢,. Ostatak zapremine je vazduh.
Odrediti:

a) kapacitivnost kondenzatora,

b) najveci napon na koji kondenzator moze da se prikljuci,
¢) raspodelu slobodnih naelektrisanja.

Resenje
Generalisani Gaussov zakon > §D dS=q > DS, +DS a<r<b
s
Grani¢ni uslov
na povriini izmedu dielektrika [> E,, = E,, > E,=E=E
Polje je radijalno
Jacina elektriénog pomeraja > D,=¢,E i D=¢k p&
; S/2 E
Iz Gaussovog zakona sledi > gES,+¢ES, =q [> =4 ) %o
€0, +€,5, S/2 éﬂ E,
Deo povrsine zamisljene sfere u vazduhu > Sy =8/2= 2mr? ‘
Deo povrsine zamisljene sfere u dielektriku > 5 =8/2=2m"
Elektri¢no polje — > F= 9 F a<r<b 1
isto u vazduhu i dielektriku 2n(gy +,) 1t
b
Napon U = | EdF ——=
pon U= e ( j 2 “
Kapacitivnost C = 4 C=2n(g,+ 81)
U g
Kapacitivnost - ba ba
2 2
paralelna veza kondenzatora C =2me, b—a T onE b—a 3 U
Najjace elektricno polje _ q E 4 Proboj u vazduhu nastaje pri
max =~ kr

slediiz | jeza r=a
Kolicina naelektrisanja

Najveci dozvoljeni napon
sledi iz 2

Teorijski najveca vrednost

Koli¢ina naelektrisanja
u vazduSnom delu, iz2 13

Kolicina naelektrisanja
u dielektricnom delu, iz 213

v V. V.V V VvV VvV V

>

2n(g, +81)a_2

Grax = 2T arz(s0 +&)E,,

Umax = Ekr %(b - a)

max :O

da

ba
b-a
ba

—a

U

q, =2mg,

U

q, =2m¢,

© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.

C, je kapacitivnost kondenzatora kada je samo sa vazduhom, a C,

je Kkapacitivnost kada je ceo ispunjen dielektrikom ¢, =¢,¢,.

Kapacitivnost do polovine napunjenog kondenzatora, iz 3

v vV vV A

>

E,=3-10°V/m

Zavisi od odnosa a/b

a
U . =E =
max, . kr2
qO:qSO-‘rSl
€
49, =9
80+81
——(c +C)=— C(l+s)

Kondenzator do polovine napunjen te¢nim dielektrikom prikljucen je na napon U, . Zatim se napon iskljuci,

a dielektrik ispusti. Premereni napon na kondenzatoru je sada U,,.

Dielektri¢na konstanta

> q,=C,U; =CyUy =qq

>

g, =2U,/U, -1



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova

33(63)

ES.12.01.1

Ravnan kondenzator, sa rastojanjem izmedu elektroda d , ¢ije su povrSine S,
prikljucen je na jednosmerni napon U . Dielektrik u kondenzatoru poprec¢no
je podeljen na dva jednaka bloka sa dielektricnim konstantama g, i €,.
Odrediti:

a) elektri¢no polje u oba dielektrika,

b)  raspodelu slobodnih naelektrisanja,

c) raspodelu vezanih naelektrisanja,

d)  kapacitivnost kondenzatora.

ReSenje
Grani¢ni uslov g, |,

Elektri¢no polje
je jednako u oba bloka

Napon je isti
bez obzira na put integracije

Povrsinska gustina

slobodnih naelektrisanja uz g,

Povrsinska gustina

slobodnih naelektrisanja uz ¢,

Povrsinska gustina
vezanih naelektrisanja u ¢,

vV v VvV Vv VYV
+
S
S
|
™
Il

U
My =R=D -¢E=¢E-¢gE=(g _So)g

Povrsinska gustina >

U
vezanih naelektrisanja u €, "M =h =D gk =gk -gk = (e, - 80)7

Povrsinska gustina U
slobodnih i vezanih D n+n,=&—— (81 — 80)_ =g,
naelektrisanja uz g, d d
Povrsinska gustina

slobodnih i vezanih > m,+n,=¢, v_ (g, - go)g =g, 1%
naelektrisanja uz ¢, d d

. _q 1 1 S S
Kapacitivnost > C U _E(ql +q,) _U[nl E+ﬂ25 <

1 S 1 S
L . C=—|¢g——+e,—— |=—¢,—+—¢,—
moze da se predstavi U\ d?2 d2) 2 d 2 °d
kao paralelna veza

dva kondenzatora > C=C+C,

Kapacitivnost > 1 ( us U S)



34(63) D. M. Petkovic, Elektrotehnika
ES.14.03.1 dy dy d,
e
Ravan kondenzator, priklju¢en na stalni napon U , ispunjen je dielektrikom
propustljivosti g, idebljine d,. Zbog nesavrSenosti obrade elektroda izmedu
elektroda 1 dielektrika pojavljuju se dva vazdusna procepa debljine d,. €| & &
a) Koliki je odnos jacina elektri¢nog polja u procepu i dielektriku? N
b) Odrediti kapacitivnost kondenzatora. U
Resenje
Generalisani DdS =gq B _q D=n
Gaussov zakon > f > DS=q > b= S >
Elektri¢no polje — > E, = D __ 49 > E _"n 0
u vazduSnim procepima " g, gS ° g,
Elektri¢no polje — E = D_q E =
u dielektriku > & g &S > & g 1
d d
Napon > U=ES+Ed+ES > U=291%,9%5
Se Seg
Povriinska gustina > U=q 2_d1+ d, > _ gl j
naelektrisanja € & 2dg, +dg,
Elektri¢no polje > _ g U i __ &U > E,= g
0il " 2dyg, +dg, ' 2dye, +dg, g,
1 S + - + -

.. cC U 28y ——+E d Kapacitivnost =
Kapacitivnost — > 0 1 > goll &, H €0 <] redna veza tri
recipro¢na vrednost 1 1 1 1

B R T U kondenzatota
c ¢, C C,

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu.

Jacina polarizacije
u dielektriku

Zapreminska gustina
vezanih naelektrisanja

Povrsinska gustina
vezanih naelektrisanja

Ukupna koli¢ina
vezanih naelektrisanja
Elektri¢no polje

u dielektriku 1

Elektri¢no polje
u dielektriku

Ukupna povrSinska
gustina naelektrisanja
uz pozitivnu elektrodu

Elektri¢no polje
u dielektriku

>
>

\YARR VARV

\V4

P=D-g.E = (g &)k,

p,=—divP=0

El _ nukupno — n+nv

€ €9
€ —¢€ €
— 1 0 _ %0
nukupno =n- n=
€ €
El _ nukupno — 8() n= 1
€y €98 €

- "

A AN A AV

A

p-8"% n

€
Polarizacija je homogena
(ne zavisi od koordinata)

Sa znakom minus uz pozitivnu
elektrodu 1 obrnuto

q, =0, Sto mora uvek da bude

D _ ¢ n
El = — == 1

g &5 g
Dielektrik se zameni
vakuumom, a uticaj dielektrika
se zameni

vezanim naelektrisanjima

<] $to je poznat rezultat 1



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova

35(63)

ES.16.12.1
U sfernom kondenzatoru, poluprecnika a 1 d>a, dielektricni sloj,
dielektri¢ne konstante ¢,, i poluprecnika b i ¢>b, ne naleze uz elektrode

tako da se pojavljuje nepozeljni vazdusni procep. Kondenzaator je priklju¢en
na jednosmerni napon U . Odrediti

a) elektri¢no polje u delovima sa vazduhom i u delu sa dielektrikom,
b)  kapacitivnost kondenzatora.
© Skicirati grafik promene elektricnog polja.
ReSenje
Generalisani Gaussov zakon > DdS=q > D= 41% za a<r<d
Tr
Elektri¢no polje u vazduhu uz B = 1 p=_41 i
unutrasnju elektrodu > 0 € dng, r* za a<r<b
. 1~ g ¢ Elektri¢no polje

Elektriéno polje u dielektriku ~ [>  E; = S—D = Ao 2 2 b<r<ec je jednako nuli za

1 1

. R O<r<a i r>d.
Elektri¢no polje u vazduhu uz F ot p-_949 "
spolja¢nju elektrodu > 0 € dng, r* za c<r<d

Napon izmedu elektroda

Napon izmedu elektroda
je zbir parcijalnih napona

Il
N
3 |‘Q
VR
m |,_
=)

S > 1
XN| ~>
+
o | =
S e
\,\,| >
+
om |’_‘
L —
X,\,| ~>
N—

Recipro¢na vrednost U__1 b-a " 1 c-b " 1 d-c
kapacitivnosti q 4ne, ba 4ne, b 4mg, dc ’_[sol_l € H 80]_‘
Kondenzator je serijska veza > LZL +L +L U
tri sferna kondenzatora c C G G
© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu
. . . 4ne, . E
Ovde je radi jednostavnosti skiciran grafik E | tako da je -
\ eleyg=2
4ne 1
LE=— za a<r<bic<r<d
q r
4me g, 1 x__ r
LE="— za b<r<c >



36(63) D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

DC.16.12.1
Sferni kondenzator polupreénika a 1 b>a ispunjen je linearnim, U
homogenim i nesavrSenim dielektrikom c¢ija je dielektricna konstanta €, a €
provodnost &. Kondenzator je prikljucen na jednosmerni napon U . Odrediti G
a) kapcitivnost kondenzatora, 0
b)  provodnost dielektrika (odvodnost kondenzatora),
c) odnos kapacitivnosti i provodnosti.
Resenje
— —_ q . A
Gaussov zakon > ﬁ#;EdS:— >  E4w?’ -4 > E=L T 4<r<h
S € € 4me r
"z b
Napon U=|Edr -4 074
P > 'L[ > 4ne ba
. b
Kapacitivnost > c=% [> C=4ne a
U b—a
Ohmov zakon >  J=cE > J= ﬂ% > J= ﬂ%
4ne r 4me r
Jagina struje > IZIJdS > :£4n; > =42
s 4ne r €
1 ba
Provodnost > G=— > G=4no
U b—a
C qU ¢ C ¢
Odnos C/G =211 =
> G UI 1 > G o
© Do istih odnosa dolazi se i na sledeci naéin:
_q rU/| +q [> Kapacitivnost [> C= % — C 4
A I G I
«— L/ > Provodnost > G:E — c
€
> Kapacitivnost [> C= 83 ] c ©
nesavrsen dielektrik= | = _F
—nesavisen provodnik  [> provodnost > Geob 1 @ ©
d

Odnos 1T =¢/0 dimenziono predstavlja vreme (¢// =t) i naziva se vreme relaksacije. Od tog odnosa zavisi
brzina kojom naelektrisanja vezana uz elektrode oticu u obliku struje.



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova

37(63)

DC.13.04.1

Koaksijalni vod poluprecnika a i b >a ispunjen je linearnim, homogenim i
nesavrsenim dielektrikom ¢ija je dielektricna konstanta €, a provodnost .
Vod je prikljucen na jednosmerni napon U . Odrediti

a)  poduznu kapcitivnost voda,

b)  poduznu provodnost dielektrika,

c) odnos poduzne kapacitivnosti i provodnosti.

ReSenje

meen s {795 > ettt
Elektri¢no polje > E= 2%;9; ,as<r<b

Napon > Uzj.EdF > U_ZLn’slng
lzggelllczvirtlii/nost > _% > = 1n(2bn/8a)
e > S
Jagina struje > I::[jdg > ]=;—7i27irL
Provodnost > G =é > = lj(T;c;lc;)
Poduzna provodnost [> G'= % > G'= 1 n?;t /Ga)
Odnos €'/ > % } 1n(2bn/8a) ln:(z[:r/ca) > % s

> 1=¢L°
&



38(63) D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

DC.15.10.2

Poluloptasta elektroda poluprecnika a naCinjena je od savrSenog
provodnika i ukopana je u elektricno homogenu zemlju specifi¢ne
provodnost o. U elektrodu utice struja kvara 7 .

a)  Zadatu duZinu koraka /, odrediti naveci napon koraka U, .

b)  Odrediti prelaznu otpornost R,. izmedu elektrode i okolne sredine.

Resenje
— — _ ~ ] A
Gustina struje > i;']dS_I > J=S=I > J=—1
s 21 r
- - = I r
Ohmov zakon > J=cE > E= _Lz A
271G r
Napon izmed f I (1 1
apon izmedu U= Edr U= -
proizvoljnih tacaka > -[ : > 2ne\r, 1 1
r,=a I 1
Potencijal elektrode =——
! > F, —> 0 > o 216 a
_ 0 _ 1
Otpornost > w =g > S
Napon koraka > fa =T > N S
slediiz 1 no=r,+1, * ono r(r+l,)
Najvedi - _ L U —r
napon koraka > r=a > “ T 2nc a(a+l,) > , “(a+l)

© Numeri¢ki primer: 6=0.01S/m, a=0.5m, I =100A, /, =0.8m = R_=32Q, U, #1969V



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 39(63)

DC.14.10.3

Loptasta elektroda poluprecnika a nacinjena je od savrSenog provodnika i
ukopana je na dubinu 4 u elektricno homogenu zemlju specifi¢ne
provodnost . U elektrodu utice struja kvara 1 .

a)  Odrediti tacke na povrsini zemlje gde je elektri¢no polje najvece.

b)  Zadatu duzinu koraka /, odrediti nave¢i napon koraka U, .

ReSenje
Posto je uzemljiva¢ duboko ukopan u zemlju, gustina struje i elektricno polje mogu potraziti kao za usamljena
sfernu elektroda u homogenoj provodnoj sredini.

e 7 7
Gustina struje > §JdS =1 > Js=1I > J :_LZ
s 4 r
- = - I 7
Ohmov zakon > J=oFE > E=— "
4nc r

Uticaj povrSine zemlje zamenjuje se uticajem simetri¢no postavljenog lika, ali = =

se vazduh zamenjuje zemljom. Teorema lika u ravnom ogledalu. Jhbik %275@

ic i = I R h R 5

Elektri¢no polje > E = S )< R = /rz +(h+2)’ } 2 | E,
A Lo

uzemljivada 4nc R} 4
Elektri¢no polje B = 1 & [ 2 —+— R
lika uzemljivaca > B s R Ry =r+(h-2) Original - ©
Na povrsini zemlje 5 .5 E —-F = U 1
ZZO D R1=R2= r +h D 1 2 4756 r2+h2
Elektri¢no polje L I ,
ima samo [> E=2E cos(R.r)=

2 2\3/2
horizontalnu komponentu. 2ne (" +h7)
Elektricno polje je jednako nuli za »=0 1 r —>o0. Prema Roleovoj teoremi izmedu dve nule neprekidne
funkcije postoji ekstremna (ovde je to maksimum) vrednost.

dE i 1 I Polje je najvece u
—=0 [> r= T > Emax = W? <] tatkama na kruZnici
dr 2 no datog polupreénika.

Napon izmeSu dve tacke > U= It rdr _ 1 1 1
na povrsini zemlje 2nc (r*+h**? 2nc \/,,12 +h? \/,,22 + }?
Najve¢i napon koraka se _ L Co i i
dobija za: > V2 e V2 g
Priblizno > U, ~E. I

max "~ “max‘k

najveci napon koraka je
© Numericki primer: 6=0.01S/m,2=5m, I =100A, [, =1lm = U, =25V



40(63) D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

EM.16.01.2

Kroz konturu oblika polukruznice poluprecnika a proticne stalna struja
jaCine [ . Kontura se u celosti nalazi u popre¢nom homogenom magnetnom
polju jacine B.

a)  Odrediti ukupnu silu kojom polje deluje na konturu.

b)  Pokazati da dobijeni rezultat vazi za bilo koji zatvorenu konturu

Resenje
Magnetna sila na strujni element > dF=1dl xB
- P . Li—
Magnetna sila na strujnu nit > F=I Jdl xB=ILxB < X N7 Y
X L
Magnetna sila na zatvornu konturu ~ [> F=1I l: dr ] xB=0 < Q
C
Niz dife‘renc@jalnih duzina formira > §di =0 < < de =0, Zdl = Obim
zatvoreni poligon vektora. c
© Pojasnjenja koja slede nisu trazena na ispitu.
U konkretnom slucaju B = Bx
Element duzine prec¢nika di = dyy
Element duzine luka dl =di6=adob

Magnetna sila koja deluje

na element pre¢nika poluktuznice
Magnetna sila koja deluje

na element luka poluktuznice

dF, = Idl x B = IBdy(§ x %) = —IBdy 2

dF, = Id] x B = IBad0(6 x %)

dF,, = alBdbcos0y
dF,, =alBdbsin0z

komponenta u y pravcu

komponenta u z pravcu

v v VvV VYV V V VYV

Ukupnva magnetna sila 131 —_IB J‘ dy2 > F = 21Bas
na precnik ; !
Ukupna magnetna sila = t . -
nanaluku y pravcu Py = IBa.([COSGde Y > £,=0
Ukupna magnetna sila ﬁZZ — IBa Isin 0do 2 > P = 21Bas
nanaluku z pravcu . 2z
Ukupna magnetna sila e - - ~ -
F=F+F = -
na celu konturu > 1 H =6, > F=0
©O Do istog rezultata dolazi se i na slede¢i naéin:
5 B =Bk . dF,=1Idl xB=1IBad® (Hx %)
Z ~
— 0 A O=—sinOypy+cosbz - n n
5 S F, = 1Ba/sin0d0 2 — IBa [ cos0d0 § = 21Ba?
éxiz(—sinejﬂrcoseé)xi 0 0
5 F=F +F,=-2[Baz+2IBa=0

XX =sin0z—cosOy —

©OO §dé=T(—siney+cosef)d9=6, iﬁde:jde:zn
C 0

C 0
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EM.15.10.3

Dva istimena tackasta naelektrisanja ¢ krecu se paralelno istim brzinama v,
medusobnom rastojanju # . U tacki gde je jedno od naelektrisanja naci:

a) odnos elektrinog i magnetnog polja,

b) razliku elektricne i magnetne sile.

¢) Kolika treba da je brzina da bi naelektrisanja zadrzala svoje putanje?

Resenje
Biot-Savartov zakon —
polje strujnog elementa.

Veza izmedu jacine struje
1 brzine naosilaca naelektisanja.

Biot-Savartov zakon —
polje elementarnog naelektrisanja.

Magnetno polje —
maksimalna jacina.

Elektri¢no polje —
maksimalna jacina.

Odnos maksimalnih ja¢ina polja

Odnos maksimalnih ja¢ina polja
pomocu brzine svetlosti u vakuumu.

Magnetna (Lorentzova) sila

Coulombova (elektri¢na) sila
Odnos maksimalnih sila

Rezultantna sila —
razlika sila

Cestice ¢e nastaviti pravolinijsko
kretanje ako se kreéu brzinom
svetlosti. U suprotnom ¢e se raziéi.

v vV VvV VvV vV V VvV V V V

>

© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.

4B = Ko Id12>< r
Tt r
1di =947 —dgv
dr
aB = Mo dg v ><2r
an  r
Bmax - “0 q;}
4mr
__ 4
e 4n80r2
Bmax 8 v
Emax OMO
Bmax
Emax CZ
F,=qvB
F,=qE
F;H qVBmax
F, qE,.

1 Brzina
c= —\/8_ svetlosti
oMo u vakuumu

Elektromagnetna sila

2
v
2
c

L
F,

F~F, 6 F,<<F,

Neka se nosioci naelektrisanja krecu kroz dva paralelna, neograni¢eno duga provodnika, tada sledi

Elektri¢no polje -
poduznog naelektrisanja

Elektri¢na sila na drugi provodnik
po jedinici duZine

Magnetno polje -

poduznog naelektrisanja
Magnetna sila na drugi provodnik
po jedinici duZine

Jednakost sila -
Cestice se krecu brzinom svetlosti

>

\VARER VAR VAR V4

g1
2ng, v
2
F=¢E="1 1
2ng, v

pobtoll_povg'1
2n r 2T r

2.2
F=1p=td V1

2t r
uoqrzvz l: q!2 l
2n  r 2mg, r

’ ’

g9 gl
4‘—{oi > (;é N
v v
I=q'v '
JaCina
struje
I=qg'v !
1
=c
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D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

EM.13.09.1

Kroz pravolinijski neferomagnetni linearni provodnik, poluprecnika a i magnetne permeabilnosti L, , protie

stalna struja /. Odrediti:

a) magnetno polje u svim tackama prostora,
b) gustine vezanih struja.
Resenje
Generalisani > §I:I di = jj ds
Ampereov zakon C S
Magnetitaciono I , -~ I r
. = H=—-6,r<
polje u provodniku > Harm 2 " > ' on g2 O, r<a
Magnetitaciono I 5 5 1 14
H2rm=— = >
polje u vazduhu > m=——an > H, 271 7 0, r2a
Magnetno polje —~ - = ul r
. = B =——06,r<
u provodniku > B =wH, > 5 2 r=d < . ) L
M no poljc Wi Linearni materijali
agne = 5 _ Ml 1 S
u vazduhu > By=nH, > By 21 - 0, rza
Magnetizacija > LE =H+M > M = LE’ -H Kod vecine provodnika
Ho Ho (osim feromagnetika)
izacii P _ . je p=pg,paje vrlo
Magnetlzgclja > M,=—2B-H, > M, = Mo LLZQ ,r<a ribliino?
u provodniku [TH 1, 2% a p :
. - - nol r
Magnetizacija M. = L _H _ S B ="—, M;=0
u vazduhu > M, n, > M,=0,r>a 2% a

Do istog rezultata se dolazi i na sledec¢i nacin

Linearni materijali
Magnetna
susceptibilnost

<R
&
I} :Tl

o
I
o
o

Magnetizacija

Povrsinska
gustina
vezanih struja
Zapreminska
gustina
vezanih struja
Ukupna jacina
vezanih struja

I,=Jan+Jg,2an=0

B=yy(H+y,H)=pn,(1+x,)H =pon,H =pH
w,o =M 1=y —1 An # 0, za materijale

W Y. =0, za vakuum

- I r - I 7 A
M, = Mo —izezx'" LZB, r<a

Lo 2na 21 a
jSa:_ LA 1T z= Xl D —

Lo 2na 2na

- I . I,
J, =+(ﬁ—lJ—Z=+X’"zz <+—

Ko na na

(Sto mora da bude)

P s P

rot]\71=1 i i i D rotMlzli
rlor 00 0z r|or

M, My, M, 0

0 2

0o 0 . o

2 =2z Oxp=-%
0

Paramagneti materijali (na primer, Al, p, =1.000022 ) imaju pozitivhu suceptibilnost, dok diamagnetni

materijali (na primer, Cu, p, =0.999994) imaju negativnu suceptibilnost, pa su gustine vezanih struja

suprotnih smerova.



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 43(63)

EM.16.01.1

Kroz konturu oblika pravilnog n—tougla protie stalna struja 7,. Oko

mnogougane kotutre opisana je kruZna kontura sa jafinom struje /..
Polupreénik opisane kruzne konture je « . JaCina magnetnog polja B u
zajednickom centru je jednaka nuli.

a) Odrediti vezu izmedu jacina struja u konturama.

© Retultat proveriti za grani¢ni sluc¢aj n — oo .

ReSenje -
- . I ~ __|B
Biot-Savartov zakon — > dB- K, 1dl xR < /é rI
magnetno polje strujnog elementa. “4nx R?
Pomocu trigonometrijskih veza sledi 0, 0 8
. . R\r
do- S0y 1 _sinb > de=YLGnodo < -
R R r A r Id/
Magnetno polje Kol
; ; B =20 - ; .
strujne duzi. > Ay (cos 6, —cos6,) 1 [0, b . 0,0,
LY :
Za tacke na osi simetrije je 0, =n—0, i » =bcos(B/2), pa sledi <
Magnetno polje > B- ol an B ) J b
na osi simetrije strujne duzi. 21th 2 T
I dl =ado §

. dB =" ade < -
Biot-Savartov zakon — 47a |dl x7|=ad®
magnetno polje kruznog luka, 5 -
polupreénika a i centralnog ugla 3. B Hol .[ 40 = mol B 3 - 40

4ma 5 4ma a-

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih formula.
Magnetno polje > B = Mo, <
u centru kruzne konture P
Magnetno polje (u Fentru kruznice) > B - uol, tan 2n _ Wol, tan
jedne stranice pravilnog n —tougla " 2ma 2n  2am n
Magnetno polje (u centru kruznice) uol, 2n

. . B = =m—"tan—
m < n stranica pravilnog n —tougla m 2na 2n
Mggnetnq polje (1.1 centru kruznice) > B =n Wol, tan 2n _ Hol, n ™
svih stranica pravilnog n —tougla " 2amn on 2a ® n
Struje u kruznici i n—touglu su -
suprotnih smerova. Jagine poljatreba ~ [> B, =B, > I, =1,—tan—
da budu jednake. T.on

.. n._ T . sin(mt/ n)
— ; 7ni I.=1 lim—tan—=/_ lim =1

Za n— o n-—tougao postaje kruznica [> e o " n cos(n/n) 1w (/)

© Na ispitima u razli¢itim rokovima su razmatrani i neki specijalni slu¢ajevi

n=6 n=4% n=3

m=6 m=2 | m=2

1, =IngtanE 1, =]n£tanE 1, =IngtanE
T 6 T 4 T 3
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EM.16.09.1

Kontura oblika zupCanika sa n zubaca opticana je stalnom strujom /.
Poceci zubaca leze na kruznici polupreénika a, a njihovi krajevi na kruznici
polupreénika b >a . Na slici je prikazana kontura za n =4 .

a)  Odrediti ja¢inu magnetnog polja u tacki O .
b)  Koliko je polje u tacki O akoje a=>.
¢)  Koliko je polje u tacki O ako n — .

Resenje

Biot-Savartov zakon - > dB= Mo Idl x 7

magnetno polje strujnog elementa. T

Magnetno polje _ dl = d7

na osi strujnog elementa > B=0 < \ dl x7 =0
Magnetno polje I abl )i dl =ado 6
kruznog luka, polupre¢nika a i > B= %%jd@ = %g - aA
centralnog ugla o . Ta Ta |dl x7[=ad®

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedene formule.

Magnetno polje u centru date konture stvaraju samo kruzni lukovi.

. . Sto je isto

Bez obzira na broj zubaca ukupna .
Rezultat ne kao da je

> > oD

duzina luka svih zubaca je uvek ista.

Ukupni centralni ugao je uvek isti. zavisi od 1. Z zln’

Magnetno polje kruznog luka B - Kol T YV
\ ¢nik a , centralni = @
polupreénik a , centralni ugao o =n 41 a B=B +B,
Magnetno polje kruznog luka uol ©
. i B B =——

poluprec¢nik b, centralni ugao a=m= 47 b
Magnetno polje kruznog luka B - Bl m V

olupre¢nik a , centralni ugao ov=m/n a g
PP . N 2 . B=nB,+nB, —[> B:“_OI l+l
Magnetno polje kruznog luka B — Bl T 4 la b
polupre¢nik b, centralni ugao oo =m/n P an nb a=bh
© Dakle, problem je reSen na dva nacina. vV
U slucaju jednakih poluprec¢nika, a =b, dobija se poznat razultat za magnetno > B Kol
polje u centru kruzne strujne konture. 24

2n

1 1

Do istog rezultata se dolazi i direktnom primenom Biot-Savartov zakona. > B= Hoo jde = Fo
0
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EM.16.10.1

Kontura oblika zuplanika sa n zubaca opticana je stalnom strujom /.
Poceci zubaca lezZe na kruznici polupreénika a, a njihovi krajevi na kruznici
polupreénika b >a . Na slici je prikazana kontura za n =4 .

a)  Odrediti ja¢inu magnetnog polja u tacki O .

b)  Koliko je polje u tacki O akoje a=>b.

¢)  Koliko je polje u tacki O akoje a=b i n— .

Resenje

Biot-Savartov zakon - = 1dl xR

magnetno polje strujnog elementa. > dB= 4x  R? <

Pomocu trigonometrijskih veza sledi

do=10g L _snd > ds=beLgn0d0 <
R R r 4 r

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedene formule.

Magnetno polje _ bl 3

na rastojanju r od ose strujne duZi. > B= 4y (cos 6, —cos6,)

Za tacke na osi simetrije je 0, =n—0, i » =bcos(B/2), pa sledi

Magnetno polje kel B
u tackama na osi strujne duzi. > 8= 2nh tan 2 <

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedene formule.

Magnetno polje u centru date konture stvaraju samo tetive unutrasnje i spoljasnje kruznice.

Magnetno polje koje potice od Y
tetiva kruznice poluprecnika a . > B,=n 2na tan on
Magnetno polje koje potice od T
tetiva kruznice poluprecnika b . > B,=n 2nth tan on
1 1 1
Magnetno polje u centru date konture. [> B=|—+— ZBo% fan = <
a b| 2n 2n
Magnetno polje u centru 7Y
pravilnog poligona sa 2n stranica. > B=n na tan on <
. . 1
Magnetno polje u centru kruZnice. > B= L;L <
a
1 1im S i S0 tanx _ lim tanx/n _

Ako je a=b dobija se

pravilan poligon

kad n — o poligon

degeneri$e u kruznicu.
T

limz—ntan— =1
n—o T 2n

x=0 x x=0 xcosx x—0 x n—o  x/n
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D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

EM.13.06.1

Kroz pravougaonu konturu, stranica 2a i 2b, protice stalna struja [.
Odrediti ja¢inu magnetnog polja u centru konture i to:

a) u opStem slucaju,

b) ako je a =b, tj kada pravougaonik degenerise u kvadrat,

c) ako je a>>b, tj kada pravougaonik degenerise u dvozicni vod.

Resenje
Biot-Savartov zakon -
magnetno polje
trujnog elementa.

= 1dl xR
> dp=Fo
4n  R?

Pomocu trigonometrijskih veza sledi

40— smedl, lz sin O
R R r

> dB=Z—°£sin9d9
mr

© Na ispitu se priznaje upotreba veé izvedene formule.

Magnetno polje
strujne duzi.

Za tacke na osi simetrije je 0, =n—0, i r=bcos(B/2), pa sledi

Magnetno polje
na osi simetrije strujne
duzi.

> BzZ—OI(cosé)l —cos6,)

nr

Kol B
B=—"—tan—
D 2nb 2

© Na ispitu se priznaje upotreba veé¢ izvedene formule.

Manetno polje —
stranica pravougaonika 2a
pomocu 1 ili 2

Manetno polje -

stranica pravougaonika 2b
pomocu 1 ili 2

Magnetno polje —

centar pravougaonika

Magnetno polje —

centar kvadrata

Magnetno polje —

na sredini dvozi¢nog voda

>yl @
C2m pya® 4 b’
Kol b
B =t
> 5 21 g\a® +b?
> B=2B,+2B,
> a=b, B,=B,
a>>b,tj. a—>w
>

B,—0

AVARER VAR R VARERVAN

tan(B/2)=a/b
cosO,=al/d
cos0, =—cosH,

d=w1a2+b2

wol fl 1
B=" | —+—
n Va® b°

potl V2.
T a

gt
2n b

Za stranicu 2b
oznake a 1 b
samo zamene mesta

stranica kvadrata je 2a

rastojanje provodnika
dvozi¢nog voda je 2b
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EM.14.04.1

Date su zi¢ane konture oblika kvadrata, kroz koje u istom smeru proti¢u
stalne struje jacina /. Kvadrati su postavljeni tako da temena manjeg
kvadrata leze na sredinama stranica veceg kvadrata. Najmanji kvadrat ima

stranicu duzine a , tj. polupreénik opisane kruznice b=a/ V2.
a)  Odrediti jainu magnetnog polja B u tacki centra simetrije.

2
®  Uopétiti rezultat za proizvoljan broj n i n — o kvadrata.
ReSenje
Biot-Savartov zakon - > dB- Lo 1dl xR % \’;\IB
magnetno polje strujnog elementa. “4nx R?
Pomoc.u ‘;rlgonolmetrp sl(;lh veza sledi , 0, 0 0,
do="Yq L _SM > dB="2"sinode Rl
R R r 4 r -
© Na ispitu se priznaje upotreba veé izvedene formule. Idi
Magnetno polje _ bl 3 /
strujne duzi. > B= Ay (cos0, —cos6,) g\ 5, %91 6, j
Za tacke na osi simetrije je 0, =n—0, i » =bcos(B/2), pa sledi N
Magnetno polje . > B= Hol B b Jb g
na osi simetrije strujne duzi. 21th 2
© Na ispitu se priznaje upotreba veé¢ izvedene formule.
Magnetno polje —a/2
stranice kvadrata pomocu (1) > g 4 > Q“—O[
. : =n/4,0,=3n/4 2 rna
a je stranica
Magnetno polje —n/2
stranice kvadrata pomocu (2) > g \}— > Hol
b je pp opisane kruznice (b=a/N2) 2nb
Magnetno polje _ Kol
u centru kvadrata pomocu (1) > 8= 22 Ta < b b
Magnetno polje _ bl a
u centru kvadrata pomocu (2) > B,=2 b < /4 /4
Za magnetno polje u zajednickom centru viSe kvadrata upotrebimo, na primer, drugi oblik:
Za svaki sledeci kvadrat 1 1 —~B,, B®= ne B® — L B,

menja se samo pp opisane kruznice

B=B{1+L+1 ! L

22

Ukupno magnetno polje ne zavisi >
od medusobnih polozaja kvadrata

Magnetno polje - 3+ V2 _ pol
prva tri kvadrata > 8= P By =G+ ﬁ)ﬁ
© Ovaj deo zadatka nije traZzen na ispitu
Ocigledno da pp opisanih kruznica > r= 1 <1 koli¢nik dva
formiraju geometrisku progresiju 2 susedna ¢lana
k
. . .. (1
Zbir geometrijske progresije > (—j = =2+4/2
2% T
Magnetno polje - > B=(2+ \/5) Wl

beskona¢no mnogo kvadrata nh

> BY= TBO , BY=—B"=
2 V2

+—+...
4

IR

V2 22

Geometrijska progresija

n—1

S,=l+r+..+r

s, zl—r”
1-r
) 1
S=1limS, = , |rkl
n—»w 1—7r



48(63) D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

EM.16.12.1
Kroz konturu oblika testere sa n zubaca proti¢e stalna struja /. Gornja o
ivica zubaca poklapa se sa pravom koja sa osom testere gradi ugao o . Na I \]/I
slici je prikazan oblik sa po po dva zupca levo i1 desno od centra konture O . !
0 a 2a 3a 4a
a)  Odrediti ja¢inu magnetnog polja u centru konture.
©  Odrediti ja¢inu magnetnog polja u centru konture ako n — oo .
Resenje
Biot-Savartov zakon - > db- Mo 1dl x 7 / Idl
magnetno polje strujnog elementa. CAx 2 ANRStS—
(0]
. dl =dr
Magqetno .polje > B=0 4 ; AV
na osi strujnog elementa |dl x7 =0
Magnetno polje Mol B 0, =mn/2
na rastojanju » od ose strujne duzi. > B= 4mr (COS 0, —cosb ) < 0,=n/2+a
© Na ispitu se priznaje upotreba veé izvedene formule. A
Magnetno polje u centru date konture stvaraju samo vertikalni elementi.
Magnetno polje _ bl 0,
jedne vertikalne ivice date konture. > B= 4mtx sma (
Magnetno polje Mol |-
para simetri¢nih vertikalnih ivica. > B= 2mx RO pd Idi
Magnetno polje S TS PR U A x ]e
svih vertikalnih ivica, x = a,2a,3a,... " 2na s 2 0 o

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu

Taylorov red

© n+l AV
g3 Ly

Taylorov red
uokolini a=0

f(x)= zf" (0)x"

n=1

n+l n

AVAR RN VAR B VAR R VAR B V4

Taylorov red (- 1)
funkcije f(x)=In(l+x) In(1 +x) = Z Cx[€1, x =1
(_1)n+1 1 1
t nZ::‘ n 2 3
Magnetno polje 5 Mol b

svih vertikalnih ivica, x = a,2a,3a,... g motin2



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 49(63)

EM.15.09.1

Strujna kontura se satoji od kruznog luka, polupre¢nika » i centralnog ugla
2a, 1 dve poluprave koje tangiraju kruzni luk na njegovim krajevima. Kroz
konturu protice stalna struja 1.

a)  Odrediti jainu magnetnog polja u tacki O .
b)  Objasniti rezultate za a=0, a=7n/2 i a=Tm.

Resenje
Biot-Savartov zakon - > d B Mo 1dl x 7 <] %rlB
magnetno polje strujnog elementa. 4 2

Magnetno polje > B= Bl o 4 , sl

kruznog luka, polupre¢nika 7 . A 7 2

A
Magnetno polje _ bl B 0. 0. r
na rastojanju » od ose strujne duzi. > B= Antr (cosGl COSGZ) < I .I_V,fﬂ

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih formula.

Magnetno polje _ bl /2 _
na rastojanju » od pocetka poluprave. > B= 47 < O=m/2, 0, =m
Magnetno polje N Y A Y e Y Magnetno polje
dve polovine luka i dve poluprave. B=2 47y 2 At r 21 (+a) < date konture.

Strujna kontura se sastoji od dve poluprave, koje u magnetnom smislu ¢ine jednu pravu, i dela kruZnice.
Magneto polje je uvek usmereno u ravan crteza.

Poluprava + Poluprava = Prva Poluprava + polukruznica + poluprava Poluprava + kruznica + poluprava
B = “’_0] B = M_OI + M_OI B = M_OI + M_OI
2nr 2nr 4r 2nr  2r

© Kroz dve poluprave struja je
suprotnog smera, ali je i tacka sa
druge strane. Smer polja se ne
menja.

Dve poluprave se u geometrijskom Dve poluprave na suprotim
1 magnetnom smislu spajaju u stranama sa suprotnim smerovima
jednu pravu. struja daju polje kao i jedna prava.



50(63) D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

EM.16.03.2

Strujna kontura se satoji od kruznog luka, polupre¢nika » i centralnog ugla
o , i dve poluprave od kojih jedna tangira kruzni luk na njegovom pocetku, a
druga na njegovom kraju je u radija¢nom pravcu. Kroz konturu protice stalna
struja /.

a)  Odrediti jacinu magnetnog polja u tacki O, 1j. centru kruznog luka.
b)  Objasniti rezultate za =0, o =21 i o > 2m.

Resenje

Magnetno polje — = W 1dl x7 I —~ 1B
Biot-Savartov zakon dB = 4x 2 /é rI

© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedenih formula.

Magnetno polje - > B _ Rl , ‘\\S]

kruznog luka, 2. 41 7 O(x

5
Magnetno polje - _ bol B 0. 0. r
na rastojanju a od ose strujne duZi.. B= Anr (cos®, —cosb,) [T A
Magnetno polje - _ Mol 0, =n/2, 0,=
poluprave u pravcu tangente, 1. [> b= 4mr <] 1 =L, Y=
Magnetno polje - _ _ _
poluprave radijalnom pravcu, 3. > B=0 1 Bi=m, 6y =r
Magnetno polje - > B=“—011+u—012=“—011(1+a)
celog sistema. 4nr 4nr 4nr

V' Zavisnost jacine magnetnog polja od vrednosti centralnog ugla kruzmog luka




Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 51(63)

EM.16.12.1

Beskonacno dug provodnik, kroz koji proti¢e stalna struja 7, savijen je (kao
na slici) tako da kraci grade ugao 2a . Tacke 4 i B nalaze se na simetrali ugla
inarastojanju a od temena.

a) Odrediti magetno polje u tacki 4.
b) Odrediti magetno polje u tacki B.

c) Koji rezultat se dobijaza a=mn/2.

© Skicirati funkciju po kojoj se polje menja u zavisnosti od ugla o .

Resenje

Biot-Savartov zakon - > 4Bt 1l x 7 %FIB
magnetno polje strujnog elementa. VT

© Na ispitu se priznaje upotreba veé izvedene formule.

Magnetno polje _ Mol 3 0. 0. r
na rastojanju 7 od ose strujne duzi. > B= 4 (cos@l COS@Z) < 1 .L,ix
Magnetno polje
u tacka 4 od jednog (gornjeg) kraka. 0, =n—a
4 0,=mn 4
B:uoll—COSOL r=asino
4na sina
Magnetntno polje el a
u tacka 4 od oba kraka. > B,= Tna tan 2
Magnetno polje
u tacki B od jednog (gornjeg) kraka. 0,=a
< 0,=n <
B:Hol coso+1 r=asina
4na sina
Magnetntno polje _bel o
u tacki B od oba kraka. > By= Tna cot
Za o.=m/2 kraci su kolinearni i N (Y] _
dobija se magnetno polje strujne niti. Bi=B;=5= 271a < Biot-Savartov zakon

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu

Prikazani su grafici promene magnetnog polja
u tackama A4 i B u funkciji ugla koji zaklapaju Magnetno polje
poluprave opticane stalnom strujom. u tacki 4

Magnetno polje
u tacki B

/2



52(63) D. M. Petkovié, Elektrotehnika

EM.15.10.2
Kontura opticana stalnom strujom / se sastoji od koncentri¢nih kruznih lukova i radijalnih segmenata koji
spajaju kraj jednog luka sa pocetkom sledeceg. Centralni ugao lukava je a, a polupre€nicisu a,, a,, ..., 4, .
U centru sistema O odrediti
a) jacinu magnetnog polja,
- . . . a
b) jacinu magnetnog polja ako je a;=ia,i=1n
c) smer magnetnog polja, ! \L
© jacinu magnetnog polja ako je a;,=ia,i=l,n i n > . 0 c‘ll 6‘12 b 6‘15
ReSenje
Biot-Savartov zakon - = W 1l x 7 "\
magnetno polje strujnog elementa. > b= Ax 2 < 0 >1dl
i dl =d7
Magqetno .polje > B=0 4 ; Ar
na osi strujnog elementa |dl x7|]=0
Magnetno polje I a I a dl =ado 6
kruznog luka, polupre¢nika a i > %—jde L;O — < -
centralnog ugla o . Ta na |dl x7 |=ad0
© Na ispitu se priznaje upotreba ve¢ izvedene formule.
Magnetno polje u centru date konture stvaraju samo kruzni lukovi.
Magnetno polje i -tog kruznog > B = Mol o Taylorov red
luka. 4n a; = £ (0)"
o1 1 1 10=2, !
o = !
Magnetno polje svih lukova. > B= Z B, = HO ( -——t—- J l
a a a AV
Magnetno polje _ pola 11 1 (- 1)”+1 §
svih kruznih lukova ako je a,=ia > B= Ana 1= P37t In(l+x) = Z
Magnetno polje je usmereno od ravni slike i odredeno je smerom struje u prvom -1<x<1
kruznom luku. Doprinos slede¢eg luka je manji, i tako dalje. x=1 VY

© Ovaj deo zadatka nije traZzen na ispitu

. 1)
Magnetno polje polow In2 = (-
svih kruznih lukova ako n — «© D B= 4ma In2 <] nzl

n+l




Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova
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EM.15.09.1

Dva kruzna koaksijalna obruca jednakih poluprecnika a se nalaze na
medusobnom rastojanju ¢ . Kroz obruce teku stalne struje istog smera i iste
jacine [ . Odrediti jacinu magnetnog polja

a) u centru sistema O,
b) u centru sistema O, akoje d =a.
) Skicirati grafik promene magnetnog polja u aksijalnom pravcu.
Resenje
Biot-Savartov zakon - = U 1dl xR
. . > dp=tC
magnetno polje strujnog elementa. 4t R?
U ta¢kama na osi polje imasamo z LA\ N 1/
komponentu. -
b . .. > d, =£=cos(c7,R)
Komponente polja u radijalnom dB R
pravcu se anuliraju.
dl =ad0b [adda
o > dp =P f2 a2tz
|d/ xR|=adb 4t R
Magnetna polja svakog od obru¢a posebmo. Centri obru¢a su pomereni u odnosu na koordinatni pocetak.
3
_ bl a 2 2
=0 R=, d/2
ol d*f aidrera e @ +(z+d/2)
B, 3j o >
4n R _ el a 4 R S s 1727
P 2a [d*+(z-d/2)*T"? =Va H(z=d/2)
Magnetna polja _ el .
u centru svakog od obru¢a > B = 24 < z=xd/2

Magnetna polja oba obruca se sabiraju jer su snerovi struja isti.

3
a

.O‘ZDB(Z)(

‘ [a® +(z+d/2))"?
di2 d/2 z

2a°
B°[ H(d/ )N

z=0 > B.(z)=

=0,d= B =B
y4 a D 5\/—

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu.

Jedino za rastojanje B_/B, | B./B,

d=a

magnetno polje izmedu
obrua je u najveéem
delu homogeno. Za to
rastojanje obruci ¢ine
Helmholtzov par.

a3
[a2 +(z—d/2)2)]3/2]

4 Magnetno polje
u centru sistema

Magnetno polje
u centru sistema, d =a.

d<a
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EM.13.10.2

Prenosna linija sastoji se od dva veoma duga paralelna trakasta provodnika jednakih §irina /4, koja se nalaze
na medusobnom rastojanju d << 4. Linija je priklju¢ena na jednosmerni napon.
Naelektrisanja su po povrSinama traka ravnomerno rasporedena i krecu se
stalnim brzinama u suprotnim smerovima formirajuc¢i tako dva strujna
plasta.Odrediti:

a)  poduznu induktivnost L',

b)  poduznu kapacitivnost C".

c)  Pokazati da je proizvod L'C’ konstantan.

Resenje
Ampereov zakon

Magnetno polje
strujne ravni (plast)
Magnetno polje
izmedu dve ravni

>
>
>
Povriinska gustina > 1 > I
>
>
>

=
S
=9
o - — .=
£ struje JS_;, B Hoh
=
. 2
§) Energija szL B*dV _ L[l dlhzﬁlzﬂ
magnetnog polja 1 2pg 5, " 2u\ A
Energija (induktora) wo-Llip L _Mop dl
magnetnog polja 2 ) 2 2 h
Poduzna induktivnost L'= % =L, %
- = 1
Gaussov zakon > §E ds = —J.T] ds
N % /
Elektri¢no polje 2ES = ns =" FE R 7
naelektrisane ravni > € > 2¢,, <—g g £
© Elektriéno polje . > E= n
S izmedu dve ravni € 1
&
S Povrsinska gustina q !
= g -4 E=
-)§ naelektrisanja > hi > gohl
=~
é) Energija > _g_OjEde > :L(fi
elektri¢nog polja 1 2y ¢ 2¢, hli
Energija (kondenzatora) > - 1q° > A oad 1 61_2
elektri¢nog polja 2 ““HC 2g, w2 c
y . , C h
Poduzna kapacitivnost > C'= T =g, Fl
Proizvod 1 1

\Y%
&
Q
I

om

=
|

VAN
9}

I

poduznih Karakterustika > brzina svestlosti u vakuumu.
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EM.17.02.1

Kroz dva pravolinijska provodnika, ukrStena pod pravim uglom, proticu
stalne struje /. Zi¢ana kontura oblika pravouglog jednakokrakog trougla
katete a postavljena je tako da pravac hipotenuze zaklapa uglove od /4 sa
oba provodnika. Teme konture koje je najblize mestu ukrStanja provodnika
nalazi se na rastojanju 6 od oba provodnika (kao na slici). Kontura se od
pocetnog polozaja udaljava brzinom v u pravcu koji ima hipotenuza.
Odrediti indukovanu elektromotornu silu u konturi.

Resenje
Elektromotorna sila — _ 4> 4o, do, 4D, d5 dD,d5 _ dD, b dod, y
Faradayev zakon dt dt dt ds dr dd dr s * 4 7
S+a
Udeo
®, = | B(x)dS
vertikalnog provodnika > : -!; (x)dS(x) I \
Adas v
Magnetno polje — _Rl 1 =~ —
Biot — Savartov zakon > B)= o’ x g a
Povrsina konture > h(x)=x-38, dS(x)=(x-3)dx ‘ X
S+a
Fluks > d)l:};—onl(a—SInSJéa) |8 ¢
=va2/2
Izvod fluksa > do, _ Wl a In d+a v, =2
po pomeraju dd 2n\d+a )
d+a
Udeo
®,= | B(y)dS
horizontalnog provodnika > @ I ()d5() y
3 T -
Magnetno polje — > B(y) zu_oll 0+a f_ ds g
Biot — Savartov zakon 2 y ng
Povrsina konture > h(y)=a+3-y,dS(y)=(a+3~-y)dy 0 a
Fluks > ®2=g—‘)[(—a+61n82a+alnsgaj
T
5 v, = w272
Izvod fluksa > do, _Ml[ a +1n8+a_ a
po pomeraju ds 2nl d&+a 5  3(a+d)

Komponente brzina _ (4O,  dD, w2 A2
su jednake > = ( T < Ve TV TV
Indukovana > e= Kol a’> w2

elektromotorna sila C 2n o(a+d) 2

Udaljavanjem od provodnika magnetno polje slabi. Indukovana ems
ima takav smer da se protivi promeni. Indukovana struja u konturi
ima smer koji pojacava polje, tj. sner kazaljki na satu.

Smer indukovane struje
za date smerove struja >
u provodnicima
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D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

EM.16.06.1

Kvadratna kontura stranice a se nalazi izmedu dva neograni¢eno duga prava provodnika koji su na
medusobnom rastojanju 2b+a . Struja u provodnicima, koji su ustvari deo konture koja se u beskonacnosti
zatvara, se menja po zakonu i(t) =/, sinot .

Odrediti indukivanu elektromotornu silu u kvadratnoj konturi. i to:

b
a) ta¢no, uzimajuéi u obzir da polje opada sa rastojanjem od provodnika,
© priblizno, smatrajuci da je polje u okviru konture konstantno. ¢
© ©  Proceniti gresku izmedu tacne i priblizne vrednosti za b=10a . b i(?)
Resenje
Ud b+a
€0
d=2 |BdS
oba provodnika je isti > J. Y -
o b i(t)
Povrsina konture > h=a,dS(y)=ady B
Ny y a ds
Tagan proraéun > B=B(y) ® '
Magnetno polje — > B()= Kot 1 b 1(2
Biot — Savartov zakon 2 y
;" | b+a
Fluks - > oo, (W,
tacan izraz T o,y n b
> o=Hlom[1+& =Ry «—— D> f=m[1+Z
i b i b
Priblizan prora¢un © [> B=B=const. <] ©
Magnetno polje — _ b1
Biot — Savartov zakon > B(»= 2w b
b+a .2
Fluks — Wl a Lol a
O=""— |dy=""— ®=2BS
priblizan izraz > n b v!. 4 fi <
Mol (a)_ Kol a
O=—0yg|—|=—ua “— =—
> oot 4], > /=
Indukovana do o di .
=——=——a" [ — =f il f=
elektromotorna sila > dt 7 J dt f=lif =,
. I
Za i(t) =1, sinot > e- Hotn 1n(1+%jcoswt < f=/
T
© © Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.
0 fn+l (O)xn
2 e Taylorovred [> f(x)= ZT 0.3
_g 8 n=1
_EE >N o (_1)n+1 X" 02
TE f@=h+n > mirn=>EL o< alb
£ n 0.1
o o n=1 n(l+a/b)
22 a a) a 1(aY 1(aY) 5a. 10a b
1T aeta b wft)er eyl
£ e b) b 2\b 3 b
% = Zaalb<<l [> | ostatak reda moZze da se zanemari.
5 2 1 1 1 1 1
ol Zab=10a [> ln(1+—j:—— + - o
S 10) 10 2-100 3-1000 4-10000
5] )8
s fi=1, .
= Zab=10a [> f,=0.1, f,=In1.1~0.095 > =2 1100~ 5%

t



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 57(63)
EM.16.01.1

Kroz prav neograniceno dug provodnik protice promenljiva struja i(¢), i

udestanosti /i amplitude 7, , &iji je talasni oblik dat na slici. Zi¢ana

kontura povtSine S nalazi se na rastojanju » >> JS od provodnika tako da y

se moZe smatrati da je jaCina magnetnog polja u okolini konture stalna. 0 kT r ¢
Odrediti inukovanu elektromotornu silu u konturi. O<k<l

Numericki podaci: 7, =10A, »=1m, S =0.0lm*, f =50Hz

ResSenje
Fluks > ©=[BdS=8s
s
Magnetno polje — > B= Roi 1
Biot — Savartov zakon 2w
Indukovana ems — > &= do = p, Sdi
Faradayev zakon T odt 2nrde
Jednacina talasnog oblika > i = L~ (t—t)
prava kroz dve tacke ! , -t :
1, ¢
Nastajanje struje > 4(0,0), B(kT,I,) > i= ;Im -
1 t
Nestajanje struje > B(T,1,), C(T,00) [> iznlm[l —F]
-1 .

o | OstsAT i(2)

Indukovana ems > &= Ho 2 ln
2nr T 1 Ir<i<T
-k T e(?)
ST

Numeri¢ki primer > M2 gy
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D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

EM.16.10.2

Kroz neograni¢eno dug i prav provodnik u trenutku #=0 struja pocinje da
ki

nestaje po zakonu i(f)=1I,e”", k =const.>>1. Pored provodnika se nalazi J( i
nepomiCna ziCana kontura oblika, dimenzija i polozaja kao na slici. a| &
Otpornosti konture je R. Odrediti: i vl
a) zakon promene indukovane struje u konturi, «t—qg—+—a+
b) smer (u smeru kazaljki na satu ili suprtno) indukovane struje.
Resenje
gl ® = [ Bds Ldo k
= e
i(ty=1I,e™ 2o —kle™ = ki !
dt
- +
as b .
> dS=bd > @ =ty fotd
(x_’—’_‘, 21 X0
1 Xtad X,
xo=b=a [> dS=adx > C[)l:%alnz <
T
Nl
_ D> ds=Z—x,)ax > @, =ty Ty Tt
9 X a 27 a X
Xotad X
xo=b=a [> dS=(x—-a)dx > (Dz:%a(l—ln@ <
T
s 0
N b .
U ds=b-Lmxlar > o,=Hp —1+(1+ﬁjlnM -
3 x a 27 a X
Xtad X,
x,=b=a [> dS=(2a-x)dx > (I)3=%a(—1+21n2) <
T
4 [] > ® =, +0, D>qn:%ﬁam2
T
- Hoi . _k
S > o;=0,+0, > o;=""a > i, =—®;
21 R
Mol . _k
6 > ©, =0, +, D<m=5—a4+wm) D>%=E®6
T

> Smer indukovane struje ima smer kazaljki na satu.

© Ovaj deo zadatka nije trazen na ispitu.

U slucaju naglog nestanka struje u provodniku (% >>1) indukovana
elemtromotorna sila (struja) moze da ima veoma velike vrednosti i to je
glani uzrok skoka varnice prilikom iskljucivanja uredaja.

M,
—i=Ie™
—i, ~ki
I, p
0




Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova 59(63)

EM.17.04.1

Kroz pravolinijski provodnik proti¢e promenljiva struje i(¢) = Ime_k’ , k>1 . Paralelno sa provodnikom, na
rastojanju x, nalazi se zicana kontura oblika kvadrata, stranice a .
Kontura se stalnom brzinom v udaljava od pocetnog polozaja po pravcu (1) ® B

koji je normalan na provodnik. Odrediti elektromotornu silu u konturi

a) indukovanu usled promene polja, 5
b) indukovanu usled kretanja konture. a P
¢)  Odrediti odnos indukovanih komponenti. .

d)  Numericki podaci: /,, =1A ,k=1Hz, x=a=1m, v=1m/s. X x-|‘-a\

Resenje

Elektromotorna sila —

o _ (2, 0d)_ 20 20
Faradayev zakon

&t Cor oxdt)

Y%

Staticka indukcija Dinamicka indukcija
Magnetno polje — _ ki) 1
Biot — Savartov zakon > Bun= M ox
Fluks > ‘DZJBdS < dS=adx
N
xX+a
i(t dx i(t
Fluks > o=, [= > e = Bl@ ¥
2n x 2n X

o ,

Staticka indukcija > g =R W xtadi By g XA
) ot 2n x dt 21 X

od a’ ) a’ _
Dinamicka indukcija > g, =——v= - —&—vlme o

ox 2w x(x +a) 2w x(x + a)
Ukupna indukovana > e(r) = o i(2) k= a’
elektromotorna sila n X x(x+a)
Odnos > & :Ex(x+a) Xt
indukovanih komponenti g, v a X
Numericki primer > :—° =2In2

d




60(63) D. M. Petkovi¢, Elektrotehnika

EM.16.03.1

Dve paralelne provodne Sine, zanemarljive otpornosti i medusobnog ‘
rastojanja a nalaze se popreCnom homogenom magnetnom polju jacine B.

Provodnik koji kratkospaja Sine ima otpornosr R i pod dejstvom vucne sile E.:::\\

klizi bez trenja stalnom brzinom v . Odrediti S <

a) indukovanu elektromotornu silu,

b) vucnu silu koja je potrebna za kretanje provodnika,

c) bilans snaga.

d) Numeric¢ki podaci: B=1mT, R=1Q, v=1m/s, h=0.1m

Resenje
Elektromotorna sila — do d d dx

=—— =——(BS)=-B—(hx)=—hB—=—hB
Faradayev zakon > e dt > dr (BS) dt () dt ’
JaCina struje — _& _hBv
Ohmov 3akon > 1= R > 1= R 5
Smer struje — Smer kazaljki na satu. Magnetna sila ! ‘ 1
Lenzov zakon je uravnotezi sa vu¢nom silom. I F, || F, B
Magnetna sila — = o= . (hB)y “q R
Lorentzov zakon > F,=1hxB > F,=IhB="—— 1 !
Elektri¢na snaga — _ _ (hBv)’ « * 0
Jouleov zakon > py=el > p= R
Mehani¢ka snaga — _d (th)
rad u jedinici vremena > B= dr Fx > Py =F,v R «

Numericki primer > €£=0.1mV, P, =P, =10upW
© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu.

U jednom trenutku (# = 0) vucna sila prestane da deluje, F;, =0 . Kliza¢ nastavlja kretanje po inerciji sve dok
ga magnetna sila ne zaustavi. Neka je masa klizaca m .

2
RavnoteZa sila > F,+ma=0 <] F, = (hB)TV(t) 1
2
Jednacina kretanja > hB)” v(t)+m o) _ o D dv(t) (hB) vi)=0 [> dv +Cv=0
R de de de
Resavanje dv(®) zat=0
diferncijalne jednacine > W(t) =-Cdr > Inv@n)=-Ct+C < je v(t)=v
(hB)® _ v(®) e
c="") Inv(t)=—Ct +Inv > In—2=-Ct > w(t)=ve
mR %
< . (hB)’ hB
Konaéno resenje > W(t)=ve " ! g(t)=—hBv(t) I(t) = ?v(t)
. © (hB ) . .
Elektri¢na 5 (hB) R 1 5 Kineticka
energija > = RJ. I(mdr= R ,([ dt 2 m < energija



Reseni zadaci sa ispita, kolokvijuma i testova
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EM.15.09.1

Pravougaona kontura, dimenzija Ax L i mase m, kroz koju protice struja
stalne jacine [/ slobodno visi tako da se delimi¢no nalazi u popre¢nom
homogenom magnetnom polju ja¢ine B . Odrediti

a) jacinu struje tako da kontura lebdi,

© brzinu pada konture kada se struja prekine (otpornost konture je R).

Resenje

Zs\flelivizzgl\? zakon > G=mg < g=-g?
pwash b e < e
e SR P

o viea > Foempy <] 2D

sormfa vien > Feemp: <] xp=
domaivien g0 > Fempi=i <l -pxh=-
Ravnoteza sila > 213 =0 > F=(LB-mg):=0

© Ovaj deo zadatka nije traZen na ispitu.

Kretanjem konture na dole indukuje se struja takvog smera da magnetna sila
podize konturu. Prirastaj fluksa je negativan i indukkovana ems se protivi toj
promeni.

\V4

Ravnoteza sila F +mad=mg

Y F=0 >

Indukovana struja i __do _ pd
elektromotorna sila > e= dr > e=-B de (L)
2

Magnetna sila > F=1ILB > F= %

Jednacina kretanja (LB)* v (LB)*

(0DJ prvog reda) > R M T™ > mR  dr

Homogeni deo > % +Cv=0 > Inv=-Ct+InC,
.o . dc, _

Varijacija konstante > C=C@) > % dtl c

Nehomogeni deo dc, o o

(konstanta C,) > ?e —CGlem+GCe =g

Opste reSenje _ <t _| & e/ -t _ 8 ct

(konstanta C,) > v=Ge = c¢ © “C TG

Kona¢no resenje > C, = —% > v= %( —e @ )

A

=

vV A A A A

>

CC -Ct

>
<
<

W
dl | dF
I=mg/LB
Boalf
(—ﬁ/—®®®®+h>
1 G
e= LBy, [ =LBY
R
_ (LBY’
mR
v=Ce
C =5 1,
C
zat=0
jev=0
2
c= LB
mR
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ES.16.10.1 3 Elektri¢no polje dipola opada sa tre¢im stepenom — Polje elektricnog dipola

ES.15.10.3 4 | Elektroskop — Elektrostaticka sila

ES.16.01.1 5 | Najmanje elektri¢no polje izmedu dva istoimena tackasta naelektrisanja — Elektrostaticka ravnoteza
ES.16.10.1 6 Takasto naelektrisanje na osi naelektrisanog kruznog obruca — Elektrostaticka ravnoteza
ES.15.10.3 7 Gromobransko uze — Teorema lika u ravnom ogledalu

ES.13.01.1 8 | Rasprskavanje naelektrisanog mehura — Odrzanje koli¢ine naelektrisanja

ES.12.01.1 9 Sjedinjavanje naelektrisanih kapljica — Odrzanje koliCine naelektrisanja

ES.15.10.2 10 | Rad elektrostati¢kih sila u koaksijalnom vodu — Nezavisnost potencijala od puta integracije
ES.13.10.1 11 | Poduzna kapacitivnost dvozi¢nog voda i napon proboja — Kapcitivnost

ES.16.10.2 12 | Elektri¢no polje kruznog prstena (ploca, ravan i obru¢) — Elektri¢no polje

ES.14.03.2 13 | Koaksijalni kruzni obruéi - Elektri¢no polje

ES.16.06.1 14 | Koaksijalni kruzni obru¢i — Homogeno elektri¢no polje

ES.14.01.1 15 | Naelektrisana nit konacne duzine — Elektri¢no polje

ES.13.03.2 16 | Naelektrisana poluprava — Elektri¢no polje

ES.17.03.2 17 | Naelektrisana nit oblika ukosnice — Elektri¢no polje

ES.15.09.1 18 | Elektri¢no polje u ekscentri¢noj Supljini — Homogeno elektri¢no polje

ES.12.06.1 19 | Zapreminski (povrsinski) homogeno naelektrisana sfera — Energija elektri¢énog polja
ES.12.09.1 20 | Tackasto naelektrisanje u dielektri¢noj lopti — Vezana naelektrisanja

ES.12.10.1 21 | Naelektrisana lopta sa dielektri¢nim omotacem — Vezana naelektrisanja

ES.12.12.1 22 | Tackasto naelektrisanje iznad dielektriénog poluprostora — Generalisana teorema lika
ES.15.10.2 23 | Naelektrisana lopta u homogenom dielektriku — Vezana naelektrisanja

ES.16.06.1 24 | Tackasto naelektrisanje na granici dva dielektrika — Granicni uslovi

ES.16.12.1 25 | Nelektrisana lopta u dvoslojnom dielektriku — Vezana naelektrisanja

ES.14.04.1 26 | Unosenje neutralne elektrode u ravan kondenzator — Energija elektri¢nog polja

ES.17.02.1 27 | Sferni kondenzator sa koncentri¢nim dvoslojnim dielektrikom — Kapacitivnost

ES.17.04.1 28 | Koaksijalni kondenzator sa radijalno nehomogenim dielektrikom — Kapacitivnost,
ES.17.04.1 29 | Sferni kondenzator sa radijalno nehomogenim dielektrikom — Kapacitivnost, vezana naelektrisanja
ES.14.01.1 30 | Koaksijalni vod sa klinastim osloncem — Kapacitivnost, napon proboja

ES.16.06.1 31 | Merenje visine tecnosti koaksijalnim kondenzatorom — Kapacitivnost

ES.16.10.2 32 | Sferni kondenzator do polovine ispunjen dielektrikom — Kapacitivnost, napon proboja
ES.12.01.1 33 | Ravan kondenzator sa popre¢no dvoslojnim dielektrikom— Kapacitivnost, vezana naelektrisanja
ES.14.03.1 34 | Ravan kondenzator sa uzduzno troslojnim dielektrikom— Kapacitivnost

ES.16.12.1 35 | Sferni kondenzator sa radijalno troslojnim dielektrikom — Kapacitivnost

DC.16.12.1 36 | Sferni kondenzator sa nesavrSenim dielektrikom — Kapacitivnost i provodnost

DC.13.04.1 37 | Koaksijalni kondenzator sa nesavrSenim dielektrikom — Kapacitivnost i provodnost
DC.15.10.2 38 | Poluloptasti uzemljiva¢ — Otpornost i napon koraka

DC.14.10.3 39 | Loptasti uzemljiva¢ — Otpornost i napon koraka

EM.16.01.2 40 | Polukruzna kontura u homogenom magnetnom polju — Elektromagnetna sila

EM.15.10.3 41 | Dva tackasta naclektrisanja u paralelnom kretanju — Elektromagnetna sila

EM.13.09.1 42 | Pravoliniski provodnik — Magnetno polje, vezane struje

EM.16.01.1 43 | Strujne konture oblika pravilnog mnogougla — Magnetno polje

EM.16.09.1 44 | Kontura oblika kruzne testere sa kruznim zupcima — Magnetno polje

EM.16.10.1 45 | Kontura oblika kruzne testere sa ravnim zupcima — Magnetno polje

EM.13.06.1 46 | Pravougaona kontura — Magnetno polje

EM.14.04.1 47 | Koncentri¢ne kvadratne konture — Magnetno polje

EM.16.12.1 48 | Kontura oblika ravne testere — Magnetno polje

EM.15.09.1 49 | Kontura oblika ukosnice — Magnetno polje

EM.16.03.2 50 | Kontura oblika ukosnice — Magnetno polje

EM.16.12.1 51 | Ugaona kontura — Magnetno polje

EM.15.10.2 52 | Spiralna kontura — Magnetno polje

EM.15.09.1 53 | Koaksijalne kruzne konture — Homogeno magnetno polje

EM.13.10.2 54 | Trakasta prenosna linija — Kapacitivnost i induktivnost

EM.17.02.1 55 | Trougaona kontura u polju ukrstenih provodnika — Indukovana elektromotorna sila
EM.16.06.1 56 | Kvadratna kontura izmedu provodnika dvoZzi¢nog voda — Indukovana elektromotorna sila
EM.16.01.1 57 | Testerast talasni oblik pobudnog polja — Indukovana elektromotorna sila

EM.16.10.2 58 | Romboidna kontura u polju pravog provodnika — Indukovana elektromotorna sila
EM.17.04.1 59 | Kvadratna kontura u promenljivom polju pravog provodnika — Indukovana elektromotorna sila
EM.16.03.1 60 | linearni generator jednosmernog napona — Indukovana elektromotorna sila

EM.15.09.1 61 | Levitacija — Indukovana elektromotorna sila







